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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ré❛❧✐sé s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❢❡ss❡✉r ●✐❧❧❡s
▲❛♥❝✐❡♥✳ ◗✉❡ ❞✐r❡✳✳✳ ❉✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞✐r❡❝t❡✉r ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❤❛❧❡✉r❡✉①
❡t ❝♦♠♣ét❡♥t ♣♦✉r s✬✐♥✐t✐❡r ❡t s❡ ❢r♦tt❡r ❛✉ ♠♦♥❞❡ s✐ ❛r❞✉ ♠❛✐s s✐ ❡①❛❧t❛♥t ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣✉r❡s✳ ❈✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐♥❝ér✐té ♥♦♥ ❢❡✐♥t❡ ❡t
✉♥ ♣❧❛✐s✐r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❝❡s ❛♥♥é❡s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s
❛❣ré❛❜❧❡s✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧ q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡t é✈♦❧✉❡r
à s❡s ❝ôtés✳
❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♣❧❛✐s✐r ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ ✈♦✐r ré✉♥✐s ▼▼✳ ❘♦❜❡rt ❉❡✲
✈✐❧❧❡✱ ●✐❧❧❡s ●♦❞❡❢r♦②✱ ◆✐❣❡❧ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✱ P✐❡rr❡ P❛♥s✉ ❡t ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞ ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧s ♠❡ ❢♦♥t✳
❯♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❘♦❜❡rt ❉❡✈✐❧❧❡ ❡t ◆✐❣❡❧ ❑❛❧t♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✐
❣❡♥t✐♠❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r s✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣r✐✈✐❧è❣❡ ❞❡ r❡♥✲
❝♦♥tr❡r ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♦♥t
♣♦rté ✉♥ ✐♥térêt s♣é❝✐❛❧ à ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ●✐❞❡♦♥
❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ❡t ❆ss❛❢ ◆❛♦r✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥✲
r✐❝❤✐ss❛♥t✱ ❡t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞ ❡t ❨✈❡s ❉✉tr✐❡✉①✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs
r❡♠❛rq✉❡s t♦✉❥♦✉rs très ❛✈✐sé❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❆❧❛✐♥ ❱❛❧❡tt❡✱ à q✉✐ ❥❡ ♥✬❛✐ ❝❡rt❛✐✲
♥❡♠❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ✦
❏❡ ♥❡ ♣❡✉① t❡r♠✐♥❡r ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ♠❡s ❝♦❧♦❝❛t❛✐r❡s ❞✉
❜✉r❡❛✉ ✹✵✶ ✈❡rs✐♦♥ ✏❛♥❝✐❡♥♥❡ ❣❛r❞❡✏✱ ❉✐♠✐tr✐✱ ❏❡❛♥✱ ❙❡❜✱ ❙t❡❢❛♥ ❡t ✈❡rs✐♦♥
✑♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❣✉❡✏✱ ❑❛r✐♥❡✱ ❆❧❡①✐s ❡t ❖❧✐✈✐❡r✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♠❡s ❛♥♥é❡s ♣❛ssé❡s ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇❡s❛♥ç♦♥ ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s été ❛✉ss✐ ❞♦✉❝❡s s❛♥s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r
❡t ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞❡s ❈❛t❤❡r✐♥❡s✱ ❞❡ ▼♦♥✐q✉❡✱ ❖❞✐❧❡✱ ❏❛❝q✉❡s✱
P❤✐❧✐♣♣❡ ❡t ❘✐❝❤❛r❞✳ ❏✬❛✐ ❛✉ss✐ é♥♦r♠é♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❧❛ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❛✉
s❡✐♥ ❞❡ ❧✬➱q✉✐♣❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✑❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✏ ❡t ❧❡s ✑♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✏ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❛✉ ♥♦✲
✈✐❝❡ q✉❡ ❥✬ét❛✐s ❞✬❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ❝✉❧t✉r❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❡s♣r✐t
❞♦♥t ❥❡ ✈❛✐s ❡ss❛②❡r ❞❡ ♣r♦✜t❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❢✉t très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t✳
▼❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡♥sé❡s ✐r♦♥t t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ♠❡s ❛♠✐s✱ ✐❧s s❡ r❡❝♦♥✲
♥❛îtr♦♥t✱ ❡t à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ❛ s✉ ♠❡ ❞♦♥♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❡❢s ♣♦✉r ♠✬é♣❛♥♦✉✐r
♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❥✬❡ss❛✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✈❡❝ ♣r♦✜t✳ ❏❡ ♥❡ ❧✉✐ ❡♥ s❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s ❛ss❡③
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✺✳✺ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✳ ✳ ✻✻
✻ ❆r❜r❡s ❡t ✐♥❞✐❝❡s ♦r❞✐♥❛✉① ✻✾
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✻✳✷✳✶ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✻✳✷✳✷ ■♥❞✐❝❡s ❧♦❝❛✉① ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✻✳✸ ❆r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✻✳✹ P❧♦♥❣❡♠❡♥t q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts
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❆ ❆✉t♦✉r ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐ ✽✸
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❆✳✸✳✷ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ℓ1 ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s C(K) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
❇ ❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✽✾
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❇✳✸ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
❇✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ♣ré❢❛✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❡ t❤è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs t②♣❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts✱ ♥♦tr❡
❛tt❡♥t✐♦♥ s✬ét❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦rté❡ s✉r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs✱ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡s ♦✉ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s✳ ❈❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s très ✈❛r✐és✳
▲❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✉♥✐❢♦r♠❡s ♦✉ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts
♠étr✐q✉❡s✮ ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡✉r ♥♦r♠❡✱ ♦♥t été ét✉❞✐és très ❡♥
❞ét❛✐❧ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ q✉❛r❛♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡s
♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ ♦✉ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❙♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝é❧è❜r❡s
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❨✳ ❇❡♥②❛♠✐♥✐✱ P✳ ❊♥✢♦✱ ❙✳ ❍❡✐♥r✐❝❤✱ ❲✳ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❏✳ ▲✐♥✲
❞❡♥str❛✉ss✱ P✳ ▼❛♥❦✐❡✇✐❝③✱ ▼✳ ❘✐❜❡✱ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ ♣♦✉r ♥❡ ❝✐t❡r q✉✬❡✉①✱ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t été rés♦❧✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ c0 rés✐st❛ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥é❡s✳
❈❡ ♥✬❡st q✉❡ très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 2000✱ q✉❡ ●✳ ●♦❞❡❢r♦②✱ ◆✳
❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✸✻❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ c0 ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✲✐s♦♠♦r♣❤❡ à
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✱ ❛❧♦rs c0 ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à X✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rt ✿
◗✉❡st✐♦♥ ✶ ✿ ❙✐ c0 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛✲
♥❛❝❤ X✱ c0 s❡ ♣❧♦♥❣❡✲t✲✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s X ❄
❯♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛r ❧✬❛✣r♠❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❝✐✲
♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐✱ q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ c0 ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡
✼
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ s♦✐t ✈r❛✐❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❡s✲
t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s✳
❯♥ ❛✉tr❡ ✈❛st❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❡st ❝❡ q✉❡ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ❆✳ ◆❛♦r
❛♣♣❡❧❧❡♥t ✏❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑ ❞❛♥s ❬✼✶❪✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ✐✳❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✱ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❝❛r❛tér✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ ❡st s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r n ✭❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ n✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ✐♥✈✐t❡ à ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
◗✉❡st✐♦♥ ✷ ✿ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠étr✐q✉❡ ❄
❉❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✲
♥❡❝té❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡
q✉✬❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❧✐❡♥s ❢♦rts ❡t ✉t✐❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✮✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ✉♥ ❝é❧è❜r❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❙♣❛rs❡st ❈✉t✱ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧♦♥❣❡r
▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s ❞❡ t②♣❡ ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s L1✳ ❈❡tt❡
t❤é♦r✐❡ ❡st q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡✉r ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✻✼❪ ♣♦✉r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❏✳ ▼❛✲
t♦✉➨❡❦ ❬✻✽❪ ♣♦✉r ✉♥ ❡①♣♦sé ❞ét❛✐❧❧é ❡t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ s✉❥❡t q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s
tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳
▲❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❧é ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝é❧è❜r❡s ✭❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ❣r♦ss✐èr❡✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❞❡ ◆♦✈✐❦♦✈ ❣r♦ss✐èr❡✮ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❡r✱ à ❞❡s ✈❛r✐étés ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬■♥❞✐❝❡
❞❡ ❆t②❛❤✲❙✐♥❣❡r✳ ●✳ ❨✉ ❛ ♠✐s ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦s✲
s✐❡rs ❞❛♥s ❬✾✸❪✱ ♦ù ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡
s❡ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ❣r♦ss✐èr❡✳ ❯❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ●✳ ❨✉ ❡t ●✳ ❑❛s♣❛r♦✈ ❬✺✵❪ ♦♥t
❞é❝♦✉✈❡rt ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ◆♦✈✐❦♦✈
❡t ❛✉① ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢s✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❛♣♣❡❧❡r q✉❡st✐♦♥ ✸ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳
✽
◗✉❡st✐♦♥ ✸ ✿ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s❡ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t
❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡ ✏❜♦♥♥❡s✑ ♣r♦♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛
s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ♦✉ ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té ❄
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s❡♠❜❧❡ ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆✳ ❇r♦✇♥ ❡t
❊✳ ●✉❡♥t❡r ❬✷✶❪✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ s❡
♣❧♦♥❣❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢ (
∑
n ℓpn)ℓ2 ✱ ♦ù 1 < pn <∞ ❡t pn t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳ ❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❢❛✉① s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡
❧❛ ré✢❡①✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❜✉t ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❱✳ ▲❛✛♦r❣✉❡
❬✺✹❪ ❛ ❡①❤✐❜é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡✱ ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ❞❛♥s
❛✉❝✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✳ ❯♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❞❛♥s ❬✹✼❪✳ ■❧ ② ♠♦♥tr❡ q✉❡
t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ st❛❜❧❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢✱ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ q✉❡ c0 ♥❡ s❡
♣❧♦♥❣❡ ♥✐ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ♥✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t rés♦✉t ✉♥ très ✈✐❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
◗✉❡st✐♦♥ ✹ ✿ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢s ♦✉ ré✢❡①✐❢s ❄
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ré♣♦♥❞♦♥s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ✸ ❡t ✹ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❛ss❡③ ❧❛r❣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❡t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦✲
♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡st✐♦♥ ✶ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❞❡✉①
s♦✉s✲q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ é♥♦♥❝é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ❛✉①✲
q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♠♣✐❧é✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❧❡s
♦✉t✐❧s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❇❛♥❛❝❤✱ ✉t✐❧✐sés t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛✉①
❞❡✉① s♦✉s✲q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡
✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐✲
♠✐♥❛✐r❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥
tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❜r❡❢ ❡①♣♦sé ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ❡t ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ♠❛♥✐✲
❢❡st❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❞✉ ✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✐♥✜♥✐ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡t ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 1 6 p <∞✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✐♥✜♥✐✱ ♥♦té B∞✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ dp
✾
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ℓp✱ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t
❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ❱✳ ▼✐❧♠❛♥ ❡t ❍✳ ❲♦❧❢s♦♥ ❬✶✾❪ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ X ♣♦✉r 1 6 p < 2✱ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ (B∞, dp)✳ ❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡
❞❡ (B∞, d2)✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s✱ tr❛✐t❡ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s Lp✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❧✬❛✉t❡✉r ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✶✵❪✱ ❡t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼✳ ■✳ ❖str♦✈s❦✐✐ ❬✼✺❪✳ ▲❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp (1 6 p 6 ∞) s❡ ♣❧♦♥❣❡
♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐ ❬✶❪ ❡t q✉❡st✐♦♥ ✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✿
❡st✲❝❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ c0 ❄
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ s✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡st
♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r
t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ℓn∞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛✲
♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ M s❡
♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s X✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ C✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs ❡t
✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s à ❜♦✉❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ❛♣♣❡❧és
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s✳ ▲❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦t✐✲
✈❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞✬❡s♣❛❝❡s à ❣é♦♠étr✐❡
❜♦r♥é❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❡t ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡
rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ à s❛✈♦✐r ✿
♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ M ❡t t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦t②♣❡
X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ M ❞❛♥s X q✉✐ s♦✐t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ❡t
✉♥✐❢♦r♠❡ ✭♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳
✶✵
▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❡st ❛♥❛❧②sé✱ ❡t
❡♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp (1 6 p 6∞)✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡
à ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❡t ➱✳ ❘✐❝❛r❞✱ q✉❡
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✈❡❝ ❛tt❡♥t✐♦♥✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✻ tr❛✐t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs✱ r❡❧❛t✐❢s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡s
❛r❜r❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ❧❡s ❛r❜r❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ♠étr✐q✉❡s✱
♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞✬é♣❧✉❝❤❛❣❡ ✭✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③✲
❧❡♥❦✮✱ ❡t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡
❞✬✐♥❞✐❝❡ ♦r❞✐♥❛❧ s❡rt à q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ℓ1 ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✱ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡
❜❛s❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♣r❡✲
♠✐❡r ♦r❞✐♥❛❧ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ω✱ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r n✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦r✲
t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ n✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s
❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✜♥✐❡ ❞❛♥s
(∑∞
k=1 ℓ1+ 1k
)
ℓ2
✱
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s
❝❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✱ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
▲✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐✑✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ℓ1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s c0
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✷✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧♦♥❣❡r t♦✉s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s ❞❛♥s c0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r
♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ s✐ ℓ1 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ C(K) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ 2− ǫ✱ ❛✈❡❝ ǫ > 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t
K ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ℓ1 s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ C(K) ❛✈❡❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ 1 + ǫ✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ❛❧♦rs K ❡st ❛✉
♠♦✐♥s ❞✬♦r❞r❡ ω✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞✐♥❛❧ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳
▲✬❛♥♥❡①❡ ❇ r❛♣♣❡❧❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲
◆✐❦♦❞ý♠ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t r❡❧✐és✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡t ❞✐s❝✉té❡s✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ❑❛❧t♦♥✱ ❛✣r♠❛♥t
q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
❝♦♠♣❛❝ts ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ c0 ❞❛♥s s♦♥ ❜✐❞✉❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡
❝♦♣✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ℓ1 ❞❛♥s s♦♥ ❞✉❛❧✳
✶✶
▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❡st ♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❬✾❪✳ ▲❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✵❪✱
♣✉❜❧✐é ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ❡t ❬✽❪ q✉✐ à
été s♦✉♠✐s✱ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✹ ❡t ✺✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✻
r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts✱ ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ♣✉❜❧✐és✱ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs✳
✶✷
✶✳✷ ❆❜str❛❝t
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❤❡♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✐♥t♦
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡
♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦❛rs❡✱ ✉♥✐❢♦r♠ ♦r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s
♦❝❝✉r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✭♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡tr✐❝
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡tr✐❝
str✉❝t✉r❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st 40 ②❡❛rs✳ ❆ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣❧❛②s ❛ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
❛♥❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ▼❛♥② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱ s♣✉rr❡❞ ♦♥ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❢❛♠♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s
❧✐❦❡✱ ❨✳ ❇❡♥②❛♠✐♥✐✱ P✳ ❊♥✢♦✱ ❙✳ ❍❡✐♥r✐❝❤✱ ❲✳ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❏✳ ▲✐♥❞❡♥str❛✉ss✱
P✳ ▼❛♥❦✐❡✇✐❝③✱ ▼✳ ❘✐❜❡✱ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❇✉t t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ c0 r❡s✐st❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② ●✳ ●♦❞❡❢r♦②✱
◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❛♥❞ ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✸✻❪ ✐♥ ❡❛r❧② 2000✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♣❡♥ ✿
◗✉❡st✐♦♥ 1 ✿ ■❢ c0 ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✱ ❞♦❡s ✐t ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② ❧✐♥❡❛r❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ ✐t ❄
❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ ❆❤❛r♦♥✐✬s t❤❡♦r❡♠ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss❡rts t❤❛t c0 ✐s ♠❡tr✐❝❛❧❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ✐s tr✉❡✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳
❆♥♦t❤❡r ✈❛st❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❛♥❞ ❆✳ ◆❛♦r ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ✏❘✐❜❡ ♣r♦❣r❛♠✑ ✐♥ ❬✼✶❪✳ ▲♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ✐✳❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣✉r❡❧② ♠❡tr✐❝ ❝❤❛✲
r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥✬s ♣✐♦♥♥❡r✐♥❣ ✇♦r❦s✱ ✐t ✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡ ✐s s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈❡✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠❡tr✐❝❛❧❧②
t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ♦❢ ❤❡✐❣❤t n ✭t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ n✮✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✿
◗✉❡st✐♦♥ 2 ✿ ❲❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡✲
r✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❄
❙♦ ❢❛r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❤❛s ❤❛❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡s✳ ■t ❡✈❡♥ t✉r♥s ♦✉t t❤❛t
✐t ❤❛s str♦♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ t✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ✭❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✮✱ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ ❝❡❧❛❜r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❙♣❛rs❡t
✶✸
❈✉t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡
t②♣❡ ✐♥t♦ L1✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧②
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❜✉t ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❲❡
r❡❢❡r t♦ ❬✻✼❪ ❢♦r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❛♥❞ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✶✺
♦❢ ❏✳ ▼❛t♦✉➨❡❦✬s ❜♦♦❦ ❬✻✽❪ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ t❤✐s
t♦♣✐❝ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡♠♦✐r✳
❚❤❡ ❝♦❛rs❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ ❛ ❦❡② t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢❛♠♦✉s
❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ✭❝♦❛rs❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❝♦❛rs❡ ◆♦✈✐❦♦✈ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳✳✳✮
t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ■♥❞❡① ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❆t②❛❤✲❙✐♥❣❡r✱
t♦ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♣✉t ✐♥t♦ ❧✐❣❤t ❜② ●✳ ❨✉ ✐♥
❬✾✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② st❛t✐✜❡s t❤❡
❝♦❛rs❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐❢ ✐t ❝♦❛rs❡❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳
❆❢t❡r✇❛r❞s ●✳ ❨✉ ❛♥❞ ●✳ ❑❛s♣❛r♦✈ ❬✺✵❪ st❛t❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦❛rs❡ ◆♦✈✐❦♦✈ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✐♥t♦ s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♦♣❡♥❡❞ ❛ ❜r♦❛❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ◆❛♠❡❧②✱
◗✉❡st✐♦♥ 3 ✿ ❲❤✐❝❤ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❝♦❛rs❡❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s
t❤❛t s❤❛r❡ s♦♠❡ ✏♥✐❝❡✑ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈✐t② ♦r r❡✢❡①✐✈✐t② ❄
❚❤❡ ✜rst s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧t s❡❡♠s t♦ ❡♠❛♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ◆✳ ❇r♦✇♥
❛♥❞ ❊✳ ●✉❡♥t❡r ❬✷✶❪✱ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
❣❡♦♠❡tr② ❝♦❛rs❡❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ (
∑
n ℓpn)ℓ2 ✱ ✇❤❡r❡
1 < pn < ∞ ❛♥❞ pn t❡♥❞s t♦ +∞✳ ■♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤✐s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ tr✉❡ ✐❢
✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡ ❜② s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈✐t②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❱✳
▲❛✛♦r❣✉❡ ❬✺✹❪ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ ❛♥② s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳ ❆ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥
t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ✐♥ ❬✹✼❪✳ ❍❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❡✈❡r②
st❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❝♦❛rs❡❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t c0 ❞♦❡s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦r ❝♦❛rs❡❧②
❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ t❤✐s
r❡s✉❧t s❡tt❧❡s ❛ ❧♦♥❣st❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳
❙♦ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛s❦ ✿
◗✉❡st✐♦♥ 4 ✿ ❲❤✐❝❤ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈❡
♦r r❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❄
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s 3 ❛♥❞ 4 ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢
♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥ 2 ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② t✇♦
s✉❜q✉❡st✐♦♥s✱ st❛t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ q✉❡st✐♦♥ 1 ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧
❛♥s✇❡rs✳
✶✹
❆❢t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ 2✱ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♠❡♠♦✐r✱
✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ 3 s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡rs t♦ t✇♦ s✉❜sq✉❡st✐♦♥s ♦❢ q✉❡st✐♦♥
1✳ ■♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✏❘✐❜❡ ♣r♦❣r❛♠✑✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛❜♦✉t s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ 3 ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❜r✐❡❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r t②♣❡ ❛♥❞ ❝♦t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡
♦✉t✇❛r❞ s✐❣♥s ♦❢ ✏❘✐❜❡ ♣r♦❣r❛♠✑✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡ X ✐s ♥♦♥✲s✉♣❡rr❡✢❡①✐✈❡✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❜✐♥❛r②
tr❡❡ ♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ X✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ❣❧✉✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ 1 6 p <∞ ❛♥❞ X ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
ℓnp ✬s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② B∞✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✏ℓp✲❧✐❦❡✑
❞✐st❛♥❝❡ dp✱ ♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ X✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ❱✳ ▼✐❧♠❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❲♦❧❢s♦♥ ❬✶✾❪ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t②♣❡ ♦❢ X ❢♦r 1 6 p < 2✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
♦❢ (B∞, dp)✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡tr✐❝ ❝♦♣② ♦❢ (B∞, d2)✳
❚❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❞❡❛❧s ❡s✲
s❡♥t✐❛❧② ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
✉♥✐✈❡rs❛❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡
♦❢ Lp✲s♣❛❝❡s ♣❡r♠✐ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥
❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ▼✳ ■✳ ❖str♦✈s❦✐✐ ❬✼✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
❡✈❡r② ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ Lp✲s♣❛❝❡ (1 6 p 6∞) ♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦
❛♥② ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✉♥✐❢♦r♠❧② t❤❡ ℓnp ✬s✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❆❤❛r♦♥✐ ❬✶❪✱ ❛♥❞ s♦ ✇✐t❤ q✉❡st✐♦♥ 1✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ q✉❡st✐♦♥ 1 ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿
❞♦❡s ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡tr✐❝❛❧❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ s❡♣❛✲
r❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♣② ♦❢ c0 ❄
❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t♦ ✉s ❜② ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ ✐❢ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✐s ♠❡tr✐❝❛❧❧② ✉♥✐✲
✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ℓn∞✱ ✐✳❡ ✐t ❤❛s
♥♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❝♦t②♣❡✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✿
X ❤❛s ♥♦ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝♦t②♣❡✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛❧❧ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s (M,d)✱ M ♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ X✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ C✳
❙❡❝t✐♦♥ 5 ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ ♣r♦♣❡r ♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡s ✭❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✮✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥✲
❞❡❞ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✐t
✶✺
♣r❡s❡♥ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✱ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② s♣❛❝❡s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ r❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ 5.3 ✇❡ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ 5 t❤❛t ✐s ✿
❢♦r ❛♥② ♣r♦♣❡r ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ M ❛♥❞ ❛♥② ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦t②♣❡ X✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✭❛
str♦♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮ ❢r♦♠ M ✐♥t♦ X✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ♦❢
Lp✲s♣❛❝❡s ✐s ❛♥❛❧②s❡❞✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡
s✉❜s❡ts ✭❙❡❝t✐♦♥ 4✮ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ ❛ Lp✲s♣❛❝❡ ❤❛s ❛ ❝♦✲
❛rs❡ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥② ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✉♥✐❢♦r♠❧②
t❤❡ ℓnp ✬s ✭1 6 p 6 ∞✮✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s r❡♠❛r❦s
♦❢ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✱ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❛♥❞ ➱✳ ❘✐❝❛r❞ t❤❛t ✇❡ st✉❞② ❝❛rr❡❢✉❧②✳
❙❡❝t✐♦♥ 6 ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ♣r♦❣r❡ss✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠❡tr✐❝
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉♥t❛❜❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ tr❡❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡❡s✱
tr❡❡s ♦♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❡tr✐❝ tr❡❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♣❡❡❧✐♥❣
✐♥❞✐❝❡s ✭t❤❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❙③❧❡♥❦ ✐♥❞❡①✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ℓ1✲✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s t❤❡ ❇♦✉r❣❛✐♥ ℓ1 ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ❧❛st t②♣❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ ✐♥❞❡① ❣✐✈❡s
❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ℓ1 s✉❜str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ X✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s
❛♥❞ ❛ ❙③❧❡♥❦ ✐♥❞❡① str✐❝❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② ω✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡tr✐❝ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡
❝♦✉♥t❛❜❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❡❡ ♦❢ ❤❡✐❣❤t n✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥
n✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ tr❡❡s
♦❢ ✜♥✐t❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
(∑∞
k=1 ℓ1+ 1k
)
ℓ2
✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧✉✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡✱ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡
tr❡❡✳
❆♥♥❡①❡ ❆ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ✏t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❆❤❛✲
r♦♥✐✑✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ℓ1 ❞♦❡s ♥♦t ♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦
c0 ✇✐t❤ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡♠❜❡❞ ❡✈❡r②
s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ c0✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❈❛♥t♦r✬s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t
s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ℓ1 ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ C(K) ✇✐t❤ ❞✐st♦rt✐♦♥ 2 − ǫ ❢♦r
s♦♠❡ ǫ > 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t K ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ❛t ❧❡❛st 2✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ℓ1 ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ C(K) ✇✐t❤ ❞✐st♦rt✐♦♥ 1 + ǫ ❢♦r ❡✈❡r② ǫ > 0✱ t❤❡♥
K ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ❛t ❧❡❛st ω✱ t❤❡ ✜rst ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♦r❞✐♥❛❧✳
❆♥♥❡①❡ ❇ r❡❝❛❧❧s ❜r✐❡✢② t❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞
❢❛❝ts✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s
♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡ w∗✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡
♦❢ t❤✐s t♦♦❧ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛❧t♦♥✬s r❡♠❛r❦✱ t❤❛t ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ♠❡tr✐❝❛❧❧②
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛❝t ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♣②
♦❢ c0 ✐♥ ✐ts ❜✐❞✉❛❧✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♣② ♦❢ ℓ1 ✐♥ ✐ts ❞✉❛❧✳
✶✻
❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡s✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❙❡❝✲
t✐♦♥ 3✱ ❤❛s ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✵❪✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❜♠✐tt❡❞✱ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s 4 ❛♥❞ 5✳ ❙❡❝t✐♦♥ 6 ✐s ✇♦r❦ ✉♥❞❡r
♣r♦❣r❡ss✳
✶✼
✶✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❡st ❞❡st✐♥é à ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t à ❞é✜♥✐r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
❙❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦sés ré❡❧s✳
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦r♠é ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞♦♥t ❧❛
♥♦r♠❡ s❡r❛ ♥♦té❡ ‖‖X ✳ ❖♥ ♦♠❡ttr❛ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♥❡
s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ BX(x, r) := {y ∈ X; ‖x − y‖X < r} ❡st ❛♣♣❡❧❧é ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡
❝❡♥tré❡ ❡♥ x ∈ X ❞❡ r❛②♦♥ r > 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r = 1✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
BX ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱ ✐✳❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✱ s❡r❛ q✉❛♥t à
❡❧❧❡ ♥♦té❡ SX ✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① ✜♥✐s ❡st ♥♦té ω✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❡st ♥♦té ω1✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞✐♥❛❧ ♥♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❉✳ ▲✐ ❡t ❍✳ ◗✉❡✛é❧❡❝ ❬✽✶❪✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❬✽✻❪✱ ❬✻✶❪✱ ❬✻✷❪ ❡t
❬✷❪✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❬✹✸❪✳
✷✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ s✉✐t❡s ℓp ✿
❆ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s x = (xn) ∈ RN✱ ❧♦rsq✉❡ 1 6 p < ∞✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ‖x‖p = (
∑∞
n=1 |xn|p)
1
p ✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ RN; ‖x‖p <∞} ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ RN✱ q✉✐ ♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖ · ‖p ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥♦té ℓp✳
✶✾
❉❡ ♠ê♠❡ s✐ ‖x‖∞ = supn|xn|✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ℓ∞ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
{x ∈ RN; ‖x‖∞ <∞} ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖ · ‖∞.
❖♥ ♥♦t❡r❛ c0 ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ℓ∞ ❞❡s s✉✐t❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs 0✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ ❛✉① s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s❡r♦♥t ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ℓnp ❡t ℓ
n
∞✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ c00 ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ c0 ❞❡s s✉✐t❡s à s✉♣♣♦rt ✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s
s✉✐t❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
x s❡r❛ ♥♦té s✉♣♣(x)✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Lp ✿
❙♦✐t (Ω,F , µ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F−♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ♦♥
❞é✜♥✐t
s✐ 1 6 p <∞ ‖f‖p =
(∫
Ω
|f(t)|pdµ(t)
) 1
p
,
❡t s✐ p =∞ ‖f‖∞ = inf
{
m > 0;µ(f−1(R \ [−m,m])) = 0} .
P♦✉r 1 6 p 6 ∞✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ Lp(Ω, µ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧✬é❣❛❧✐té ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F−♠❡s✉r❛❜❧❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ‖f‖p < ∞✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù Ω = [0, 1]✱ F ❡st ❧❛ tr✐❜✉ ❞❡ ▲❡✲
❜❡s❣✉❡ ❡t µ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ Lp(Ω, µ) s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦té Lp([0, 1])
♦✉ Lp✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ℓp✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐ Ω = N ❞❡ ❧❛ tr✐❜✉
❣r♦ss✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✳
❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ✿
❙♦✐t K ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r C(K)✱ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ K ❞❛♥s R ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
‖f‖K := supx∈K |f(x)|.
❙♦♠♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✿
❙♦✐t (Xn)n>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❙♦✐t Y ✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s c0 ♦✉
ℓp ✭1 6 p 6 ∞)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥♦té
( ∞∑
n=0
Xn
)
Y
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
( ∞∑
n=0
Xn
)
p
s✐ Y = ℓp ✮ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
( ∞∑
n=0
Xn
)
Y
=
{
x ∈
∞∏
n=0
Xn ; x = (xn)n>0 et z ∈ Y avec z = (‖xn‖Xn)n>0
}
❙✐ Xn = X✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ℓp(X) ♦✉ c0(X) ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉✳
✷✵
❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ B(X, Y ) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡t Y ✳ ❙✐ T ∈ B(X, Y )✱ ‖T‖ := supx∈SX ‖T (x)‖ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
♥♦r♠❡ s✉r B(X, Y ) q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
▲♦rsq✉❡ Y = R ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✉ ❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ X✱ ♥♦té ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
X∗✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✏❞✐st❛♥❝❡✑ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱
❛♣♣❡❧é❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✲▼❛③✉r ❡t ♥♦té❡ dBM ✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ‖T‖  ‖T−1‖ ♣r✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s T ❡♥tr❡ X
❡t Y ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ X
❡t Y ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ dBM ✳
P♦✉r p ∈ [1,∞]✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❧❡s ℓnp s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ X ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ Y ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❡❧ q✉❡ dBM(ℓnp , Y ) 6 C✳
❙✐ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✲✜❧tr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s✉r N ❡t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧✬✉❧tr❛✲♣r♦❞✉✐t XU ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ℓ∞(X) ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ co,U(X) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s✉✐t❡s (xn)∞n=1 ❞❡ X t❡❧❧❡s q✉❡ limn∈U ‖xn‖ = 0✳
‖(xn)∞n=1‖ = limn∈U ‖xn‖ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ℓ∞(X)✱ ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡
s✉r ❧✬✉❧tr❛✲♣r♦❞✉✐t XU ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
✷✳✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✏❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✑ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ✿
ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❧✐é❡s à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡
✉♥✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐♥é❛✐r❡s s❡ ✏❧✐s❡♥t✑ à tr❛✲
✈❡rs ❧✬❛s♣❡❝t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s✱ ♣✉✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ② s♦♥t
r❡❧✐é❡s✳
✷✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s
❯♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à ✷✳ ❙♦✐t 0 < ε 6 2✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ X✱ ♥♦té δX ✱ ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r
δX(ε) = inf
{
1−
∥∥∥∥x+ y2
∥∥∥∥ ; x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ = ε
}
.
X ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ δX(ε) > 0 ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳
✷✶
▲✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s st❛❜❧❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ℓnp ✱
♣♦✉r 1 < p < ∞✱ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ℓn1 ❡t ℓn∞ ♥❡ ❧❡
s♦♥t ♣❛s✳ ❖r t♦✉s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❥♦✉✐ss❡♥t ❞❡ ✏❜♦♥♥❡s✑ ♣r♦♣r✐étés ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ré✢❡①✐❢✳
❯♥✐❢♦r♠❡ ❧✐ss✐té
▲✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧✐ss✐té✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐t τ > 0✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧✐ss✐té ❞❡ X✱ ♥♦té ρX ✱ ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿
ρX(τ) = sup
{‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2
− 1 ; x, y ∈ X, ‖x‖ = 1, ‖y‖ = τ
}
.
X ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐ss❡ s✐ lim
τ→0
ρX(τ)
τ
= 0.
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡t
❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❧✐ss✐té✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❛❧♦rs ✿
X ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ X∗ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐ss❡✳
■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st p✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ δX(ε) > cεp ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ [0, 2]. ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ p✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ X ❡st p✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ X ✿
2‖x‖p + 2
Kp
‖y‖p 6 ‖x+ y‖p + ‖x− y‖p.
▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ p✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t
s✐♠✐❧❛✐r❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❧✐ss✐té✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺ ▲✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ♣❛r❛❧é❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧✲
❜❡rt ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ L2 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✱ ♦♥ ❛ δX 6 δL2 ✳
✷✷
✷✳✷✳✷ ❚②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r n ♣♦✐♥ts x1, . . . , xn ∈ H✱
1
2n
∥∥∥∥∥∥
∑
ǫi∈{−1,1}n
ǫixi
∥∥∥∥∥∥
2
=
n∑
i=1
‖xi‖2
♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ s✐❣♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❈❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ s✐❣♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ s✐❣♥❡s (ǫi)ni=1 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❘❛❞❡✲
♠❛❝❤❡r✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉rs 1 ♦✉ −1
❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1
2
✳ ▲✬✐❞❡♥t✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝
E
∥∥∥∥∥
n∑
i=1
ǫixi
∥∥∥∥∥
2
=
n∑
i=1
‖xi‖2
♦ù E ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ t②♣❡ ♦✉ ❝♦t②♣❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❢♦✉r✲
♥✐ss❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t s♦♥t
❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❇✳
▼❛✉r❡② ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 70✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ▼❛✉r❡②
❡t P✐s✐❡r ❬✻✾❪✱ ❡♥ 1976✱ q✉✐ ❧❡s ♣r♦♣✉❧s❛ s✉r ❧❡ ❞❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t 1 6 p 6 2✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❛ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♣ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
{xi}ni=1 ❞❛♥s X✱
(
E
∥∥∥∥∥
n∑
i=1
ǫixi
∥∥∥∥∥
p) 1
p
6 C
(
n∑
i=1
‖xi‖p
) 1
p
.
▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ t②♣❡ ♣ ❞❡ X ❡t ♥♦té❡ Tp(X)✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ X ❡st ❞❡ t②♣❡ p✳
✷✸
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r 2 6 q 6 ∞✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st ❞✐t ❞❡ ❝♦t②♣❡
❧✐♥é❛✐r❡ q ✭X ❛ ❝♦t②♣❡ q✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡
✜♥✐❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs x1, x2, . . . , xn ❞❡ X✱(
n∑
i=1
‖xi‖q
) 1
q
6 C
(
E
∥∥∥∥∥
n∑
i=1
ǫixi
∥∥∥∥∥
q) 1
q
,
❛✈❡❝ max
16i6n
‖xi‖ q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ (
∑n
i=1 ‖xi‖q)
1
q ❧♦rsq✉❡ q =∞✳
▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ❝♦t②♣❡ q ❞❡ X ❡t ♥♦té❡ Cq(X)✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝♦té ♦ù ❡st s✐t✉é
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♥❡rt❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✲❑❛❤❛♥❡
❬✹✺❪✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs t♦✉s é❣❛✉① à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ p 6 2 ❡t q > 2✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡st tr✐✲
✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✶ ❡t ❞❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ∞✳
▲❡ t②♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s st❛❜❧❡s ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❡t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ t②♣❡✱ ♦✉ ❧❡ ❝♦t②♣❡✱ ❡t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st s②♥t❤ét✐sé
❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t à ❚✳ ❋✐❣✐❡❧ ❡t ●✳ P✐s✐❡r ❬✸✺❪
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✼ ✭❋✐❣✐❡❧✲P✐s✐❡r✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱
✐✮ ❙✐ X ❡st q✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ✭2 6 q✮✱ ❛❧♦rs X ❛ ❧❡ ❝♦t②♣❡ q✳
✐✐✮ ❙✐ X ❡st p✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐ss❡ ✭1 6 p 6 2✮✱ ❛❧♦rs X ❛ ❧❡ t②♣❡ p✳
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡st ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡ ❝♦t②♣❡ 2 ✭❛✈❡❝ T2 = C2 = 1✮✳ ❈❡❝✐
s❡ ♠♦♥tr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡ ❣é♥ér❛✲
❧✐sé❡ ❡♥ t❡r♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
❡st 2✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t 2✲✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐ss❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ❞✉ ♣❛✲
r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙✳ ❑✇❛♣✐❡➠ ❬✺✸❪ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛✲
♥❛❝❤ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡ ❝♦t②♣❡ 2 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ▲❡ t②♣❡
❡t ❧❡ ❝♦t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥
à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
▲❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✏❞✉❛❧❡s✑✱ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
❊♥ ❡✛❡t ℓ1 ❛ ✉♥ t②♣❡ ✷✱ ♠❛✐s s♦♥ ❞✉❛❧ ℓ∞ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥ ❝♦t②♣❡ ✜♥✐✳ ❖♥
♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ●✳ P✐s✐❡r ❬✼✾❪ ✭r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ K✲❝♦♥✈❡①✐té✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s
✷✹
♣ré❝✐s❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❝❝é❞❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❛✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛✉ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r p ∈ [1,∞]✱
q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ✭❡t ℓp✮ ♦♥t t②♣❡ min{p, 2} ❡t ❝♦t②♣❡ max{p, 2}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛✉ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ X✳
❙♦✐❡♥t
pX = sup{p > 1 : Tp(X) <∞}
❡t
qX = inf{q 6∞ : Cq(X) <∞}.
❖♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞ûs à ❇✳ ▼❛✉r❡②✱ ●✳ P✐s✐❡r
❬✻✾❪ ❡t ❏✳ ▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❬✺✶❪
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✽ ✭▼❛✉r❡②✲P✐s✐❡r✲❑r✐✈✐♥❡✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
✐✮ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnr ♣♦✉r r = pX ❡t r = qX ✳
✐✐✮ pX = inf{p > 1 : ❳ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp}
✐✐✐✮ qX = sup{q > 2 : ❳ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnq }
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✭pX > 1✮✱ ❛
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✭qX < ∞✮✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ❀ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ℓ1✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✾ ❖♥ ✐♥s✐st❡r❛ s✉r ❧❡s ❝❛s p = 1 ❡t p =∞✳
• ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓn1 ✳
• ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓn∞✳
✷✳✸ P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❡♥tr❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✱ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❡s✲
♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
✷✺
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t (M,d) ❡t (N, δ) ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t
f : M → N ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r t > 0 ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
ρf (t) = Inf{δ(f(x), f(y)); d(x, y) > t}
❡t
ωf (t) = Sup{δ(f(x), f(y)); d(x, y) 6 t}.
✶✳ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r s✐ lim
t→∞
ρf (t) =∞ ❡t ωf (t) <∞ ♣♦✉r t♦✉t
t > 0✳
✷✳ ❙✐ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐ lim
t→0
ωf (t) = 0 ❡t
ρf (t) > 0 ♣♦✉r t♦✉t t > 0✳
✸✳ ❙✐ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
❝♦♥st❛♥t❡s C1✱ C2 ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ωf (t) 6 C1t ❡t ωf−1(t) 6 C2t✱
♣♦✉r t♦✉t t > 0✳
✹✳ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐ f ❡st s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❣r♦ss✐❡r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷
✶✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❯♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡
f : (M,d)→ (N, δ) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
dist(f) := ‖f‖Lip‖f−1‖Lip = sup
x 6=y∈M
δ(f(x), f(y))
d(x, y)
. sup
x 6=y∈M
d(x, y)
δ(f(x), f(y))
.
f ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ s✐ s❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡✳ ▲❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛
M
C→֒ N s✐ dist(f) 6 C✳
✸✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f t❡❧❧❡ q✉❡ ωf (t) < ∞, ∀t > 0 ❡st ❞✐t❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡✳
❖♥ ❛ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
f ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ =⇒ f ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡
⇓
f ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r
P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❣r♦ss✐èr❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❤♦♠é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❣r♦ss✐❡rs✳
✷✻
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❊♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱
M ❡st ❞✐t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à N ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣r♦s✲
s✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭❝❢ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✷✮ f : M → N ❡t g : N → M t❡❧❧❡s
q✉❡
sup
x∈M
d(x, g ◦ f(x)) <∞
❡t
sup
y∈N
δ(y, f ◦ g(y)) <∞.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♠✉♥✐ss♦♥s R ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s
ρ(x, y) = min{|x− y|, 1}
❡t
σ(x, y) = |x− y|+ 1, si x 6= y et σ(x, y) = 0 si x = y.
R ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à (R, ρ)
❡t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à (R, σ)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ (R, σ) ❡t (R, ρ) ♥❡ s♦♥t ♥✐
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s✱ ♥✐ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s✳ ❯♥ ❤♦♠é♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱
❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❣r♦ss✐❡r ❡♥❝♦❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲❛ ❧❡❝tr✐❝❡ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✹✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
✷✼
✷✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡s
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬✐♥s❝r✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡
✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ❆✳ ◆❛♦r ❬✼✶❪✳ X ❡st
❞✐t ✜♥✐♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s Y s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ > 1 t❡❧❧❡ q✉❡✱
q✉❡❧q✉❡ s♦✐t F ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡X ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
G ❞❡ Y t❡❧ q✉❡ dBM(F,G) 6 λ✳ Y ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❞❡
t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ X✳ ❊♥ 1976✱ ▼✳ ❘✐❜❡ ❬✽✸❪ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡
s✐ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡t Y s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s ❛❧♦rs X
❡st ✜♥✐♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s Y ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡s♣ér❡r
q✉❡ t♦✉t❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ✐✳❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛❜❧❡s
♣❛r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡✳ ❊♥
1986✱ ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❬✶✽❪ ❡①❤✐❜❛ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡
❞✉ ✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑✱ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠étr✐q✉❡ ❧❛
s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té✳
✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st ❞✐t s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ s✐ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉✐
❡st ✜♥✐♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s X ❡st ré✢❡①✐❢✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ t♦✉t
✉❧tr❛✲♣r♦❞✉✐t ❞❡ X ❡st ré✢❡①✐❢✳ ▲❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ st❛❜❧❡ ♣❛r ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▼✳ ❘✐❜❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
P✳ ❊♥✢♦ ❬✸✹❪ ❛ ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ r❡♥♦r♠❛❣❡✳
✷✾
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭❊♥✢♦✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❛❧♦rs
X ❡st s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♦✉ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t✮ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐ss❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷ ❉✬❛♣rès ●✳ P✐s✐❡r ❬✼✽❪✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ ♣♦ssè❞❡
✉♥ t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠étr✐q✉❡ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ♣❛r ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡✱
♦✉ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❙♦✐t Ω0 = {∅}✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❙♦✐❡♥t Ωn = {−1, 1}n✱ Bn =
⋃n
i=0Ωi ❡t B∞ =
⋃∞
n=0Bn✳ ❆❧♦rs Bn
❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✜♥✐ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r n ❡t B∞ ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✐♥✜♥✐✳
P♦✉r s✱ t ∈ B∞✱ ♦♥ ♥♦t❡ s 6 t s✐ t ❡st ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ s ♥♦té❡ |s| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❝♦♠♣♦s❛♥t s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥tr❡ s ❡t t ❡st ρ(s, t) = |s| + |t| − 2|δ|✱ ♦ù δ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ s ❡t t✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r Bn✱ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Bn ❞❡ ρ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ✭❇♦✉r❣❛✐♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❛❧♦rs
X ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ ⇐⇒ ∃C > 0 t❡❧ q✉❡ ∀n ∈ N (Bn, ρ) C→֒ X
✸✳✸ ▼❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞✉ ✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❞✉ ✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑✱ r❡❧❛t✐✲
✈❡♠❡♥t à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✭s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té✱ t②♣❡
♦✉ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✳✳✳✮ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡s
❛♥♥é❡s 80✱ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t très ❛♣♣ré❝✐é q✉❡ ❧❡s
é✈❡♥t✉❡❧s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♠étr✐q✉❡s ♣✉✐ss❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♠étr✐q✉❡s ❛✉①
♣✉✐ss❛♥ts t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♦✉ ❧❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✸✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧✬♦❡✉✈r❡ ❞❡ P✳ ❊♥✢♦ ❬✸✸❪✱ ❡♥ ✶✾✻✾✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
q✉✐ s✬❛✈ér❡r♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✸✵
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s σj ✿ {−1, 1}n → {−1, 1}n ♣❛r σj(ǫ1, . . . , ǫn) =
(ǫ1, . . . ,−ǫj, . . . , ǫn)✳ ❖♥ ♥♦t❡ σ = σ1◦· · ·◦σn✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ σ(ǫ) = −ǫ✳
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❡st ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ p s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
T <∞ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✿ {−1, 1}n →M ✱
Eǫd(f(ǫ), f ◦ σ(ǫ))p 6 T p
n∑
j=1
Eǫd (f(ǫ), f(σj(ǫ))
p
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ p ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ p
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f(ǫ1, . . . , ǫn) =
n∑
j=1
ǫjxj.
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ p✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t ✭♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s✮ ♠♦♥tr❡r q✉❡ X ❛ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
p > 1✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ X ❛ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ q ♣♦✉r t♦✉t 1 < q < p ✭P✐s✐❡r ❬✽✵❪✮✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été rés♦❧✉ ré❝❡♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ❆✳ ◆❛♦r ❬✼✵❪ ♦♥t
❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❊♥ ✶✾✽✻✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❊♥✢♦ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ❱✳
▼✐❧♠❛♥ ❡t ❍✳ ❲♦❧❢s♦♥ ❬✶✾❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❯♥❡ ✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺✳✹✳
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❛ ❧❡ t②♣❡ ❇▼❲ p✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
K <∞ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✿ {−1, 1}n →M ✱
Eǫd(f(ǫ), f(σ(ǫ))
2
6 K2n
2
p
−1
n∑
j=1
Eǫd (f(ǫ), f(σj(ǫ))
2
▲❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ Hn ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {−1, 1}n ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡
d(ǫ, ǫ′) =
n∑
j=1
|ǫj − ǫ′j|.
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 1 6 p < ∞✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ℓp n✲❝✉❜❡ ♥♦té Hpn✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {−1, 1}n ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
dp(ǫ, ǫ
′) =
(
n∑
j=1
|ǫj − ǫ′j|p
) 1
p
.
✸✶
▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ℓ1 n✲❝✉❜❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡
dLip(M,N) = Inf{dist(f); ❢ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ▼ ❡t ◆}.
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ℓp n✲❝✉❜❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✐
♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ M ✱
{Mn ⊂M ; |Mn| = 2n} t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n✱ dLip(Mn, Hpn) 6 1 + ǫ✳
▲❡ t②♣❡ ❇▼❲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ ✭❇♦✉r❣❛✐♥✲▼✐❧♠❛♥✲❲♦❧❢s♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❡t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱
✐✮ M ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ❇▼❲ p > 1 ⇐⇒ M ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳
✐✐✮ X ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ℓp n✲❝✉❜❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r 1 6 p < 2 ⇐⇒ X ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s ℓnp ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❛✉r❡②✲P✐s✐❡r ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✭❝❢ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✽
❡t ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✾✮✳
✸✳✸✳✷ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛r❞✉❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ❆✳ ◆❛♦r ❬✼✶❪ ♦♥t ré✉ss✐ ❝❡ t♦✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ré❝❡♠♠❡♥t✳
❙♦✐t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t q > 0✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ (M,d) ❛ ❧❡ ❝♦t②♣❡
♠étr✐q✉❡ q ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ Γ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r
m✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✿ Znm →M ✱
n∑
j=1
Ex
[
d
(
f
(
x+
m
2
ej
)
, f(x)
)q]
6 ΓqmqEǫ,x[d (f(x+ ǫ), f(x))
q],
♦ù ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ❝❤♦✐① ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s x ∈
Z
n
m ❡t ǫ ∈ {−1, 0, 1}n✱ ❡t ♦ù {ej}nj=1 ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Rn✳
✸✷
■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦t②♣❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❆✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛✉r❡②✲P✐s✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝♦t②♣❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
✏à ❧❛ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ▼✐❧♠❛♥ ❡t ❲♦❧❢s♦♥✑ ❞✉ ❝♦t②♣❡ ♠étr✐q✉❡✳
❙♦✐t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t 0 < p 6 q✳ ❖♥ ♥♦t❡ Γ(p)q (M) ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Γ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r
m✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✿ Znm →M ✱
n∑
j=1
Ex
[
d
(
f
(
x+
m
2
ej
)
, f(x)
)p]
6 Γpmpn1−
p
q Eǫ,x[d (f(x+ ǫ), f(x))
p],
♦ù ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ❝❤♦✐① ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s
x ∈ Znm ❡t ǫ ∈ {−1, 0, 1}n✱ ❡t ♦ù {ej}nj=1 ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Rn✳
▲♦rsq✉❡ 1 6 p < q ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ (M,d) ❛ ❧❡ ❝♦t②♣❡ ♠étr✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡ q ❛✈❡❝
❡①♣♦s❛♥t p ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ Γ✳
❙✐ [m]np ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0, 1, . . . ,m}n✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ℓnp
✭m✱n ∈ N✱ 1 6 p 6∞✮✱ ♦♥ ❛
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✷ ✭▼❡♥❞❡❧✲◆❛♦r✮✳ ❙♦✐t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ t❡❧ q✉❡
Γ
(2)
q (M) =∞ ♣♦✉r t♦✉t q <∞✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m✱n ∈ N ❡t t♦✉t ǫ > 0✱
[m]n∞
1+ǫ→֒ M.
✸✳✹ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲
ré✢❡①✐✈✐té
❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✐♥✜♥✐ B∞✳ ❉❛♥s q✉❡❧s ❡s♣❛❝❡s ♣❡✉t✲♦♥ ♣❧♦♥✲
❣❡r ❝❡t ❛r❜r❡ ❄ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ B∞✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s❡ ♣❧♦♥❣❡
✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ∞(N)✱ ❝❛r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ sé♣❛r❛❜❧❡ (M,d) s❡
♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ∞(N) ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❋ré❝❤❡t
f : M → ℓ∞(N)
t 7→ (d(s, t))s∈D,
♦ù D ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ❞❡♥s❡ ❞❛♥s M ✳
▲❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ℓ1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ (B∞, ρ) s❡
♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ1(N)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (es)s∈B∞ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞❡ ℓ1(B∞) ✭B∞ ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
✸✸
B∞ → ℓ1(B∞)
t 7→∑
∅6s6t es
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✐♥✜♥✐✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ µ(s, t) = Max {|s| − |δ|, |t| − |δ|}✱ ♦ù δ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠✲
♠✉♥ ❞❡ s ❡t t✱ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s c0(N) ≡ c0(B∞)✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t
B∞ → c0(B∞)
t 7→∑
∅6s6t(|t| − |s|+ 1)es
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (B∞, ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❛✈❡❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ 2 ❞❛♥s c0✱ ❝❛r µ
❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✷✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ρ✳ ❈❡ ❢❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ré❝❡♥t ❞❡ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✹✾❪✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡
❆✱ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐✳
❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ X ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✭✐✳❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ n✮ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✜♥✐❡ n✳
■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ X ❝♦♥t✐❡♥t ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✐♥✜♥✐ ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♠étr✐q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✜✲
♥✐❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ à X ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ (B∞, ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡
♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥♦♥ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❡st ❜❛sé❡ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✳ ❈✳ ❏❛♠❡s ❬✹✷❪ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛❞✬❤♦❝ ❞❡s ❛r❜r❡s ✜♥✐s Bn✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❏❛♠❡s ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶ ✭❏❛♠❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t 0 < θ < 1 ❡t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥♦♥
s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ ❛❧♦rs ✿
∀ n ∈ N✱ ∃ x1, x2, . . . , xn ∈ BX ✱ ∃ x∗1, x∗2, . . . , x∗n ∈ BX∗ t❡❧s q✉❡ ✿
x∗k(xj) = θ ∀k < j
x∗k(xj) = 0 ∀k > j
▲❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❏❛♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t à ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
ré✢❡①✐✈✐té q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s s✉✐t❡s ✐♥✜♥✐❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ B∞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✏à ❧❛ ❇♦✉r✲
❣❛✐♥✑ ❞❡s ❛r❜r❡s ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ❬✽✹❪✱ ▼✳ ❘✐❜❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡✱ (
∑
n lpn)2
❡t (
∑
n lpn)2
⊕
l1 s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s✱ ♦ù (pn)n ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡
t❡❧❧❡ q✉❡ pn > 1✱ ❡t (pn)n t❡♥❞ ✈❡rs 1✳ ❖r ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
✸✹
B∞ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ1✱ ❡t ❞♦♥❝ ✈✐❛ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❤♦♠é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ✐❧ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s (
∑
n lpn)2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉
q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡st
▲✐♣s❝❤✐t③ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭✈♦✐r ❬✸✵❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t B∞ ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s
❛✉❝✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ ℓpn ✳
❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❘✐❜❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✹✳✷ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❙❝❤❛✉❞❡r
⊕
Fn✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s B2n+1 s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ❞❛♥s Fn✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡
❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞és✐ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s
❛r❜r❡s ✜♥✐s✳ ❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❝♦❧❧❡r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛
❞✐st♦rt✐♦♥✱ q✉✐ ❛✐♥s✐ ♥✬❡①♣❧♦s❡ ♣❛s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♥♦♥ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ ❛❧♦rs
(B∞, ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (ǫi)i>0✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s t❡❧❧❡
q✉❡∏
i>0(1 + ǫi) 6 2✱ ❡t s♦✐t 0 < θ < 1 ✜①é✳ ❖♥ ♣♦s❡ kn = 2
2n+1+1 − 1✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ (Fn)n>0
❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ X✱ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡
✭❋❉❉✮ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
⊕q
i=0 Fi s✉r
⊕p
i=0 Fi✱
♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à
⊕q
i=p+1 Fi ✭❛✈❡❝ p < q✮ s♦✐t ❞❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ♣❧✉s
∏q−1
i=p (1 + ǫi)✱
❡t ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s
xn,1, xn,2, . . . , xn,kn ∈ BFn
x∗n,1, x
∗
n,2, . . . , x
∗
n,kn
∈ BX∗
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
x∗n,k(xn,j) = θ ∀k < j
x∗n,k(xn,j) = 0 ∀k > j.
❖♥ ♥♦t❡ Φn ✿ Bn → {1, 2, . . . , 2n+1− 1} ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ Bn q✉✐ r❡s♣❡❝t❡
❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s Bn ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡
❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s Bn ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t à ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬♦r❞r❡ 6 ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❛r❜r❡✮ ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳
❙♦✐❡♥t Ψn = Φ2n+1 ❡t Γn = B2n+1 ✳
X ❡st ♥♦♥ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏❛♠❡s ✿
∃ x0,1, x0,2, . . . , x0,7 ∈ BX ✱ ∃ x∗0,1, x∗0,2, . . . , x∗0,7 ∈ BX∗ t❡❧s q✉❡ ✿
x∗0,k(x0,j) = θ ∀k < j
x∗0,k(x0,j) = 0 ∀k > j.
✸✺
Γ0 = B2 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s X ✈✐❛ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t f0(ǫ) =
∑
s6ǫ x0,Ψ0(s) ✭✈♦✐r ❬✶✽❪✮✳
❙♦✐t F0 = Vect{x0,1, . . . , x0,7}✱ ❛❧♦rs dim(F0) <∞✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Fp ❡t
xp,1, xp,2, . . . , xp,kp ∈ BFp
x∗p,1, x
∗
p,2, . . . , x
∗
p,kp
∈ BX∗
s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r t♦✉t p 6 n ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛③✉r ✭✈♦✐r ❬✻✶❪ ♣❛❣❡ 4✮ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡
⊕n
i=0 Fi ❞❡ X✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ Yn ⊂ X t❡❧ q✉❡ dim(X/Yn) <∞ ❡t ✿
‖x‖ 6 (1 + ǫn)‖x+ y‖,∀(x, y) ∈
n⊕
i=0
Fi × Yn.
❈❡♣❡♥❞❛♥t Yn ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥sX✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏❛♠❡s ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛❤♥✲❇❛♥❛❝❤ ✿
∃ xn+1,1, xn+1,2, . . . , xn+1,kn+1 ∈ BYn ,
∃ x∗n+1,1, x∗n+1,2, . . . , x∗n+1,kn+1 ∈ BX∗ ,
t❡❧s q✉❡ ✿
x∗n+1,k(xn+1,j) = θ ∀k < j
x∗n+1,k(xn+1,j) = 0 ∀k > j.
Γn+1 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s Yn ✈✐❛ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t fn+1(ǫ) =
∑
s6ǫ xn+1,Ψn+1(s) ✳
❙♦✐t Fn+1 = Vect{xn+1,j ; 1 6 j 6 kn+1}✱ ❛❧♦rs dim(Fn+1) < ∞✱ ❝❡ q✉✐
❛❝❤è✈❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❙♦✐t✱ Pn ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Vect(
⋃∞
i=0 Fi) s✉r F0
⊕
. . .
⊕
Fn ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à
Vect(
⋃∞
i=n+1 Fi)✳
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ‖Pn‖ 6
∏∞
i=n(1 + ǫi) 6 2✳
❉♦ré♥❛✈❛♥t ♦♥ ♥♦t❡r❛ Π0 = P0 ❡t Πn = Pn−Pn−1 ♣♦✉r n > 1✳ ❖♥ ❛ ‖Πn‖ 6 4✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ✿
θ
3
ρ(ǫ, ǫ′) 6 ‖fn(ǫ)− fn(ǫ′)‖ 6 ρ(ǫ, ǫ′), ✭✸✳✶✮
♦ù fn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✏à ❧❛ ❇♦✉r❣❛✐♥✑ ❞❡ Γn ❞❛♥s Fn✱
✐✳❡ fn(ǫ) =
∑
s6ǫ xn,Ψn(s)✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ✿
∀ n, ∀ ǫ ∈ Γn ‖fn(ǫ)‖ 6 |ǫ|.
✸✻
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss♦♥s ♥♦tr❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳
❙♦✐t
f : B∞ → Y = Vect(
⋃∞
i=0 Fi) ⊂ X
ǫ 7→ λǫfn(ǫ) + (1− λǫ)fn+1(ǫ) , si 2n 6 |ǫ| 6 2n+1
♦ù✱
λǫ =
2n+1 − |ǫ|
2n
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿
∀ǫ, ǫ′ ∈ B∞, θ
24
ρ(ǫ, ǫ′) 6 ‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ 6 9ρ(ǫ, ǫ′). ✭✸✳✷✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ θ
24
|ǫ| 6 ‖f(ǫ)‖ 6 |ǫ|✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st 9−▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✳
❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ 0 < |ǫ| 6 |ǫ′|✳
❙✐ |ǫ| 6 1
2
|ǫ′| ❛❧♦rs ✿
ρ(ǫ, ǫ′) > |ǫ′| − |ǫ| > |ǫ|+ |ǫ
′|
3
❊t ❞♦♥❝✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ 6 3ρ(ǫ, ǫ′).
❙✐ 1
2
|ǫ′| < |ǫ| 6 |ǫ′|✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts✳
✶✮ s✐ 2n 6 |ǫ| 6 |ǫ′| < 2n+1✳
◆♦t♦♥s
λǫ =
2n+1 − |ǫ|
2n
et λǫ′ =
2n+1 − |ǫ′|
2n
,
♦♥ ❛
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ = ‖λǫfn(ǫ)− λǫ′fn(ǫ′) + (1− λǫ)fn+1(ǫ)
−(1− λǫ′)fn+1(ǫ′)‖
6 λǫ‖fn(ǫ)− fn(ǫ′)‖+
|λǫ − λǫ′|(‖fn(ǫ′)‖+ ‖fn+1(ǫ′)‖)+
(1− λǫ)‖fn+1(ǫ)− fn+1(ǫ′)‖
6 ρ(ǫ, ǫ′) + 2ρ(ǫ, ǫ′) + 2ρ(ǫ, ǫ′)
6 5ρ(ǫ, ǫ′),
✸✼
♣✉✐sq✉❡ ‖fn(ǫ′)‖ < 2n+1✱ ‖fn+1(ǫ′)‖ < 2n+1 ❡t✱
|λǫ − λǫ′| = |ǫ
′| − |ǫ|
2n
6
ρ(ǫ, ǫ′)
2n
.
✷✮ s✐ 2n 6 |ǫ| 6 2n+1 6 |ǫ′| < 2n+2✳
◆♦t♦♥s
λǫ =
2n+1 − |ǫ|
2n
et λǫ′ =
2n+2 − |ǫ′|
2n+1
,
♦♥ ❛
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ = ‖λǫfn(ǫ) + (1− λǫ)fn+1(ǫ)− λǫ′fn+1(ǫ′)
−(1− λǫ′)fn+2(ǫ′)‖
6 λǫ(‖fn(ǫ)‖+ ‖fn+1(ǫ)‖)+
(1− λǫ′)(‖fn+1(ǫ′)‖+ ‖fn+2(ǫ′)‖)
+‖fn+1(ǫ)− fn+1(ǫ′)‖
6 ρ(ǫ, ǫ′) + 2λǫ|ǫ|+ 2(1− λǫ′)|ǫ′|
6 9ρ(ǫ, ǫ′),
❡♥ ❡✛❡t✱
λǫ 6
ρ(ǫ, ǫ′)
2n
, ainsi λǫ|ǫ| 6 2ρ(ǫ, ǫ′).
❉❡ ♠ê♠❡✱
1− λǫ′ = |ǫ
′| − 2n+1
2n+1
6
ρ(ǫ, ǫ′)
2n+1
et (1− λǫ′)|ǫ′| 6 2ρ(ǫ, ǫ′).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ f ❡st 9✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✳
❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ |ǫ| ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ à [2n, 2n+1[✱ ♣♦✉r
✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ n✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
λǫ =
2n+1 − |ǫ|
2n
.
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ǫ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ǫ′ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r δ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥
à ǫ ❡t ǫ′✳ ❊t s♦✐t d = |ǫ| − |δ| ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t d′ = |ǫ′| − |δ|✮✳
✸✽
✶✮ s✐ 2n 6 |ǫ|, |ǫ′| 6 2n+1✳
❆❧♦rs✱
x∗n,Ψn(δ)Πn(f(ǫ)− f(ǫ′)) = θ(λǫd− λǫ′d′)
x∗n+1,Ψn+1(δ)Πn+1(f(ǫ)− f(ǫ′)) = θ((1− λǫ)d− (1− λǫ′)d′).
❊t ❛✐♥s✐✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θ(d− d
′)
8
.
❉❡ ♣❧✉s✱
−x∗n,Ψn(ǫ)Πn(f(ǫ)− f(ǫ′)) = θλǫ′d′
−x∗n+1,Ψn+1(ǫ)Πn+1(f(ǫ)− f(ǫ′)) = θ(1− λǫ′)d′.
❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θd
′
8
.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s✐ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù d
2
6 d′✱ ❡t d′ < d
2
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θ(d+ d
′)
24
=
θ
24
ρ(ǫ, ǫ′).
✷✮ s✐ 2n 6 |ǫ| 6 2n+1 6 2q+1 6 |ǫ′| 6 2q+2✱
♦✉ 2n 6 |ǫ′| 6 2n+1 6 2q+1 6 |ǫ| 6 2q+2✳
❙✐ n < q✱
|x∗q+1,Ψq+1(δ)Πq+1(f(ǫ)− f(ǫ′)) + x∗q+2,Ψq+2(δ)Πq+2(f(ǫ)− f(ǫ′))|
= θMax(d, d′)
❆❧♦rs✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θ
16
ρ(ǫ, ǫ′).
❙✐ n = q ❡t |ǫ| 6 |ǫ′|✱
|x∗n+1,Ψn+1(ǫ)Πn+1(f(ǫ)− f(ǫ′)) + x∗n+2,Ψn+2(δ)Πn+2(f(ǫ)− f(ǫ′))| > θd′.
✸✾
◆♦✉s ❛✈♦♥s✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θ
16
ρ(ǫ, ǫ′).
❙✐ n = q ❡t |ǫ′| < |ǫ|✱
x∗n+1,Ψn+1(δ)Πn+1(f(ǫ)− f(ǫ′))− x∗n+1,Ψn+1(ǫ)Πn+1(f(ǫ)− f(ǫ′))
+x∗n+2,Ψn+2(δ)Πn+2(f(ǫ)− f(ǫ′)) = θd.
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥✱
‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖ > θ
24
ρ(ǫ, ǫ′).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t B∞
216
θ→֒ X✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✹✳ ∃C > 1 t❡❧❧❡ q✉❡✱
X ❡st ♥♦♥ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ (B∞, ρ)
C→֒ X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s❡ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇♦✉r✲
❣❛✐♥ ❬✶✽❪ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✳
✸✳✺ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ tr❛✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ♠✉♥✐s ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t
❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s
❞❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ♠❛✐s éq✉✐♣és ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞éq✉❛t❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t {−1,+1}n ❛✈❡❝ Kn = {−1,+1}n×∏
k>n{0}✳ P♦✉r p ∈ [1,∞[✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r B∞ =
⋃
nKn
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀ ǫ, ǫ′ ∈ B∞✱
dp(ǫ, ǫ
′) =
( ∞∑
i=0
|ǫi − ǫ′i|p
) 1
p
.
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ǫ ∈ B∞ ✈❛✉t |ǫ| = (dp(ǫ, 0))p✳
▲❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖p s✉r ℓp ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ dp ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B∞✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞û à ❑r✐✈✐♥❡ ✭♣♦✉r
1 < p <∞ ❞❛♥s ❬✺✶❪✮ ❡t ❏❛♠❡s ✭♣♦✉r p = 1 ❡t ∞ ❞❛♥s ❬✹✷❪✮✳
✹✵
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶ ✭❏❛♠❡s✲❑r✐✈✐♥❡✮✳ ❙♦✐❡♥t p ∈ [1,∞] ❡t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✳ ❆❧♦rs✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Y ❞❡ X✱ ❡t q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ǫ > 0 ❡t n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ F ❞❡ Y t❡❧ q✉❡ dBM(ℓ
n
p , F ) < 1 + ǫ✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳ ❙♦✐t p ∈ [1,∞[✳
❙✐ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✱ ❛❧♦rs (B∞, dp) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
❝❤❛q✉❡ ℓnp ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s (Fn)∞n=0 ❞❡ X ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t (Rn)
∞
n=0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
n > 0✱ Rn ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ℓnp s✉r Fn s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
∀u ∈ ℓnp
1
2
‖u‖ 6 ‖Rnu‖ 6 ‖u‖
❡t ❛✉ss✐ t❡❧s q✉❡ (Fn)∞n=0 ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r ✜♥✐❡ ❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❡❧❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢❡r♠é q✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡✱ ♥♦té Z✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
s✐ Pn ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Z s✉r F0⊕ ...⊕Fn ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à Vect (
⋃∞
i=n+1 Fi)✱
♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡✱ ‖Pn‖ 6 2✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♥♦t❡r❛ Π0 = P0
❡t Πn = Pn − Pn−1 ♣♦✉r n > 1✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ‖Πn‖ 6 4✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ϕn : Bn → ℓnp ❞❡✜♥✐ ♣❛r
∀ǫ ∈ Bn, ϕn(ǫ) =
|ǫ|∑
i=1
ǫiei,
♦ù (ei) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ℓnp ✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕn ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ Bn ❞❛♥s ℓnp ✳
❖♥ ♥♦t❡ ✿
∀ǫ ∈ Bn, fn(ǫ) = Rn(ϕn(ǫ)) ∈ Fn.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : B∞ → X ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f : B∞ → X
ǫ 7→ λǫfm(ǫ) + (1− λǫ)fm+1(ǫ) , si 2m 6 |ǫ| < 2m+1,
♦ù✱
λǫ =
2m+1 − |ǫ|
2m
.
✹✶
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸ ❖♥ ❛ 1
16
|ǫ| 1p 6 ‖f(ǫ)‖ 6 |ǫ| 1p ✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ f ❡st 9✲▲✐♣s❝❤✐t③✲
✐❡♥♥❡ ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ f−1 ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ǫ, ǫ′ ∈ B∞ ❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 0 < |ǫ| 6 |ǫ′|✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉✲
❞✐❡r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ |ǫ| ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ à
[2m, 2m+1[✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ m✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
λǫ =
2m+1 − |ǫ|
2m
.
✶✮ s✐ 2m 6 |ǫ|, |ǫ′| < 2m+1✳
dp(ǫ, ǫ
′) 6 ‖λǫ
∑|ǫ|
i=1 ǫiei − λǫ′
∑|ǫ′|
i=1 ǫ
′
iei‖p
+‖(1− λǫ)
∑|ǫ|
i=1 ǫiei − (1− λǫ′)
∑|ǫ′|
i=1 ǫ
′
iei‖p
6 2‖Πm(f(ǫ)− f(ǫ′))‖+ 2‖Πm+1(f(ǫ)− f(ǫ′))‖
6 16‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖.
✷✮ s✐ 2m 6 |ǫ| 6 2m+1 6 2q+1 6 |ǫ′| < 2q+2✳
s✐ m < q✱
dp(ǫ, ǫ
′) 6 2dp(ǫ′, 0)
6 2((1− λǫ′)dp(ǫ′, 0) + λǫ′dp(ǫ′, 0))
6 2(2‖Πq+2(f(ǫ)− f(ǫ′))‖+ 2‖Πm+1(f(ǫ)− f(ǫ′))‖)
6 32‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖.
s✐ m = q✱
dp(ǫ, ǫ
′) 6 λǫdp(ǫ, 0) + ‖(1− λǫ)
∑|ǫ|
i=1 ǫiei − λǫ′
∑|ǫ′|
i=1 ǫ
′
iei‖p
+(1− λǫ′)dp(ǫ′, 0)
6 2‖Πm(f(ǫ)− f(ǫ′))‖+ 2‖Πm+1(f(ǫ)− f(ǫ′))‖
+2‖Πm+2(f(ǫ)− f(ǫ′))‖
6 24‖f(ǫ)− f(ǫ′)‖.
✹✷
❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ f−1 ❡st 32✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❡t B∞
288→֒ X✳
❉é❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷ ❞❡✉① ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ pX = sup{p > 1 : Tp(X) <∞}✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺✳✹✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t 1 6 p < 2✳
▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ pX 6 p✳
✐✐✮ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✳
✐✐✐✮ X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✭♠étr✐q✉❡♠❡♥t✮ ❧❡s (Bn, dp)✳
✐✈✮ (B∞, dp) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X✱ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ii) ✐♠♣❧✐q✉❡ i) ❡st tr✐✈✐❛❧✳
i) ✐♠♣❧✐q✉❡ ii) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶ ❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❇r❡t❛❣♥♦❧❧❡✱ ❉❛❝✉♥❤❛✲❈❛st❡❧❧❡ ❡t ❑r✐✈✐♥❡ ❬✷✵❪✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ii) ❡t iii) ♦♥ s❡ r❡♣♦rt❡r❛ ❛✉ t❤é♦✲
rè♠❡ 2.3.1✳
iv) ✐♠♣❧✐q✉❡ iii) ❡st tr✐✈✐❛❧✳
❊t ii) ✐♠♣❧✐q✉❡ iv) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺✳✺✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs
(B∞, d2) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉✈♦r❡ts❦②
❬✸✷❪ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳
✹✸
✹✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❊s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ r❡♠♦♥t❡ ❛✉① ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r ❙t❡❢❛♥ ❇❛♥❛❝❤ ❬✼❪✳ ■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✼❪
❧❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ✭❇❛♥❛❝❤✲▼❛③✉r✮✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ s❡
♣❧♦♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s C([0, 1])✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ C([0, 1]) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t
❝❛r ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡ à ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ C([0, 1]) s♦✐t ❛✉ss✐ sé♣❛r❛❜❧❡ ❛ été ❢r✉❝t✉❡✉s❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❇✳ ❇♦ss❛r❞ ❬✶✺❪✱ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧❡❢ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❇♦ré❧✐❡♥♥❡ ❞✬❊✛r♦s s✉r ❧❡s ❢❡r♠és ✭❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
sé♣❛r❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡✮ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✭C([0, 1])✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠étr✐q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s
✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♠étr✐q✉❡s✮ ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
✭❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳✳✳✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡
à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés t♦r❞❡♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡
✭♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s✮✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
♠étr✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡
✹✺
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡✱ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠é✲
tr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❚❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❊✳ ▲♦♥❞♦♥✱ ◆✳ ▲✐♥✐❛❧ ❡t ❨✳ ❘❛❜✐✲
♥♦✈✐❝❤ ❬✻✸❪✱ ❞✬✉♥ ❝é❧è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❬✶✼❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s ❞❛♥s L2 ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡
♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ rés❡❛✉✱
♦✉ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙♣❛rs❡st ❈✉t✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ▲✐♥✐❛❧ ❡t ❘❛❜✐♥♦✈✐❝❤
❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✳
❆r♦r❛✱ ❘✳ ❑r❛✉t❤❣❛♠❡r✱ ❏✳ ❘✳ ▲❡❡✱ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧✱ ❆✳ ◆❛♦r✱ ❙✳ ❘❛♦✱ ❯✳ ❱❛③✐r❛♥✐
❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✻✽❪✱ ❬✷✼❪ ♣♦✉r
✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❝❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❬✽✽❪✱ ❬✹✵❪ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❈✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ℓ∞ ❡st
✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ❝❛r t♦✉t
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ sé♣❛r❛❜❧❡ M s❡ ♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ∞(D)✱ ❛✈❡❝
D ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s M ✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❋ré❝❤❡t✳
P✳ ❙✳ ❯r②s♦❤♥ ❬✾✶❪ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ P♦❧♦♥❛✐s ✭❝♦♠♣❧❡t✱ ♠étr✐q✉❡ ❡t sé✲
♣❛r❛❜❧❡✮✱ q✉✐ ♣♦rt❡ s♦♥ ♥♦♠✱ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s P♦✲
❧♦♥❛✐s✱ ♣♦ssé❞❛♥t ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ω✲❤♦♠♦❣é♥é✐té✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♠étr✐q✉❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷ ✭❆❤❛r♦♥✐✮✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ sé♣❛r❛❜❧❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣✲
s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s c0✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞û à ■✳ ❆❤❛r♦♥✐ ❡♥ 1974 ❬✶❪ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
c0 ❡st ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳
❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
◗✉❡st✐♦♥ ❛ ✿ ❊①✐st❡✲✐❧ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❞✬❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s r❡str❡✐♥t❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠é✲
tr✐q✉❡s ❄
◗✉❡st✐♦♥ ❜ ✿ ❊①✐st❡✲✐❧ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❝❛r❛tér✐s❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧s ❄
▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥t ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣♦s✐t✐✈❡s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❛✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ t❡❧ q✉❡
❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✸✳ ❬❇❛✉❞✐❡r✲▲❛♥❝✐❡♥❪ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦✲
t②♣❡ ❡t s♦✐t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ M ❞❛♥s X✳
✹✻
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✹✳ ❬❖str♦✈s❦✐✐❪ ❙♦✐t (M,d) ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❆❧♦rs M s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✶✵❪ ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦t②♣❡ ❡st ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼✳ ■✳ ❖str♦✈s❦✐✐ ❬✼✺❪ ♠♦♥tr❡
q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡st ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧
♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s ❡st à ♣r✐♦r✐ ✉♥ ♣❡✉ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱
♠❛✐s s✬❛✈èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❏✳ ▲✐♥❞❡♥str❛✉ss ❡t
❆✳ P❡➟❝③②➠s❦✐ ❬✻✵❪✱ ❡♥ 1968✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t λ > 1 ❡t 1 6 p 6∞✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st
✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp,λ s✐ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ F ❞❡ X ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ G ⊂ X ❝♦♥t❡♥❛♥t F t❡❧ q✉❡ dBM(G, ℓmp ) 6 λ
✭♦ù m ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ G✮✳ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp s✐ ❝✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp,λ
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ✳
P♦✉r 1 6 p < ∞✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ℓp ❡t Lp ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬❡s♣❛❝❡s Lp✳ P♦✉r ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ λ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
1 q✉❡ ❞és✐ré✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s c0 ❡t ℓ∞ s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s L∞✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s C(K)✱ s♦♥t ❞❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s L∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
C(K) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s L∞,1+ǫ✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ ❝♦♠♣✐❧❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞ûs à ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐❝✐❡♥s ✿ ❏✳ ▲✐♥❞❡♥str❛✉ss✱ ❆✳ P❡➟❝③②➠s❦✐✱ ❍✳ P✳ ❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ❲✳ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t
❊✳ ❖❞❡❧❧✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ✐✮ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ L2,λ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X ❡st λ✲
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
✐✐✮ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X∗ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lq✱
❛✈❡❝ 1
p
+ 1
q
= 1✱ 1 < p, q <∞✳
✐✐✐✮ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp (1 < p < ∞)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ µ t❡❧❧❡
q✉❡ X ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Lp(µ)✳
✐✈✮ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Lp (1 < p 6= 2 < ∞) sé♣❛r❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ ℓ2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ℓp✳
✹✼
P♦✉r ❧❡s ❝❛s p = 1 ❡t p =∞✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✸✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱
✐✮ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ L1 sé♣❛r❛❜❧❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X∗ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
ℓ∞✳
✐✐✮ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ L∞✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X∗∗ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡
C(K)✳
✹✳✸ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ✜♥✐s
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❙♦✐t N ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ M ✿ M
CM→֒ N ✳
✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ C > 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ M
C→֒ N ✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❙♦✐t (Mp, dp)
∞
p=1 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✜♥✐s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ (M,d) t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
Mp s❡ ♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s M ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t p ∈ N✱ ✜①♦♥s xp0 ∈Mp✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s M =
∞⋃
p=1
{p} ×Mp✳ ❙♦✐❡♥t x ∈Mp ❡t y ∈Mq✳
❖♥ ❞é✜♥✐t
d((p, x), (q, y)) = dp(x, y) si p = q
❡t
d((p, x), (q, y)) = max{p, q, dp(xp0, x), d(xq0, y)} si p 6= q.
❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✣t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (M,d) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✳
▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ✐❧s s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
❊♥♦♥ç♦♥s ❡t ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
✹✽
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸✳ ❙♦✐❡♥t 1 6 p 6 ∞ ❡t λ > 1✳ ❙♦✐❡♥t (Y, ‖ · ‖) ✉♥ ❡s♣❛❝❡
Lp,λ ❡t M ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ Y ✱ ❛❧♦rs M s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣✲
s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❧❡s ℓnp ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ λ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Bn := {t ∈ M ; ‖t‖ 6 2n+1} ♣♦✉r n ∈ N✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ B(t0, 1) = {t0} ❡t q✉❡ t0 = 0✳ Fn = VectBn ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Y ✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ Gn ❝♦♥t❡♥❛♥t Fn ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Rn ❞❡ Gn s✉r ℓ
dim(Gn)
p t❡❧ q✉❡
dist(Rn) 6 λ✱ ❛✈❡❝ ‖Rn‖ 6 1 ❡t ‖R−1n ‖ 6 λ✳ ❖♥ ✜①❡ δ > 0✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❋❉❉ (Zn)∞n=0 ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡
X ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s (Tn)∞n=0 t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > 0✱ Tn ❡st ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ℓdim(Gn)p s✉r Zn s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
∀u ∈ ℓdim(Gn)p
1
1 + δ
‖u‖ 6 ‖Tnu‖ 6 ‖u‖.
❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
Pn ❡t Πn✳
❉é✜♥✐ss♦♥s
fn : Gn ⊃ Bn −→ Z ⊂ X
t 7−→ Tn ◦Rn(t)
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ f : M −→ Z ⊂ X ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮ f(0) = 0✳
✭✐✐✮ P♦✉r n > 0 ❡t 2n 6 ‖t‖ < 2n+1 ✿
f(t) = λtfn(t) + (1− λt)fn+1(t), avec λt = 2
n+1 − ‖t‖
2n
.
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ‖a‖ 6 ‖b‖✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s tr♦✐s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✮ 2n 6 ‖a‖ 6 ‖b‖ < 2n+1
❖♥ ❛
‖Πn(f(a)− f(b))‖ = ‖λafn(a)− λbfn(b)‖ ✭✹✳✶✮
❡t✱
‖Πn+1(f(a)− f(b))‖ = ‖(1− λa)fn+1(a)− (1− λb)fn+1(b)‖ ✭✹✳✷✮
❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭✹✳✶✮ ❡st ❡♥❝❛❞ré ♣❛r
λa‖fn(a)− fn(b)‖
+− (λa − λb)‖fn(b)‖ ✭✹✳✸✮
✹✾
❡t ✭✹✳✷✮ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡
(1− λa)‖fn+1(a)− fn+1(b)‖
+− (λa − λb)‖fn+1(b)‖ ✭✹✳✹✮
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♠✐✲s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✮ ❡t ❡♥ r❡♠❛r✲
q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Πn s♦♥t ❞❡ ♥♦r♠❡ ✷✱
1
4
( ‖a− b‖
λ(1 + δ)
− 2(λa − λb)‖b‖
)
6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 ‖a− b‖+2(λa−λb)‖b‖
▼❛✐s (λa − λb)‖b‖ 6 ‖b‖−‖a‖2n 2n+1✱ ❡t ❞♦♥❝
s✐ ‖b‖ − ‖a‖ 6 ‖a−b‖
5(1+δ)λ
♦♥ ❛✱
‖a− b‖
20(1 + δ)λ
6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 5‖a− b‖.
❙✐♥♦♥ ‖b‖ − ‖a‖ > ‖a−b‖
5(1+δ)λ
✱ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s fn
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r✱
4‖f(a)− f(b)‖ > ‖λaa−λbb‖
λ(1+δ)
+ ‖(1−λa)a−(1−λb)b‖
λ(1+δ)
>
1
λ(1+δ)
(λb‖b‖ − λa‖a‖+ (1− λb)‖b‖ − (1− λa)‖a‖)
>
‖a−b‖
5(1+δ)2λ2
✷✮ 2n 6 ‖a‖ < 2n+1 6 ‖b‖ < 2n+2
▲❛ q✉❛♥t✐té ‖f(a) − f(b)‖ ❡st ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❧❡ ❞❡♠✐✲♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s
‖Πn(f(a)− f(b))‖ = ‖λafn(a)‖, ✭✹✳✺✮
‖Πn+1(f(a)− f(b))‖ = ‖(1− λa)fn+1(a)− λbfn+1(b)‖ et ✭✹✳✻✮
‖Πn+2(f(a)− f(b))‖ = ‖(1− λb)fn+2(b)‖. ✭✹✳✼✮
▼❛✐s✱
(4.5) 6
2n+1 − ‖a‖
2n
‖a‖ 6 2(2n+1 − ‖a‖) 6 2(‖b‖ − ‖a‖) 6 2‖b− a‖.
(4.7) 6
‖b‖ − 2n+1
2n+1
‖b‖ 6 2‖b− a‖.
✺✵
(4.6) = ‖fn+1(a)− fn+1(b) + (1− λb)fn+1(b)− λafn+1(a)‖
6 ‖a− b‖+ 2‖a− b‖+ 2‖a− b‖
6 5‖a− b‖.
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
(4.5) > λa‖a‖
λ(1+δ)
>
1
λ(1+δ)
2n+1−‖a‖
2n
‖a‖
>
2n+1−‖a‖
λ(1+δ)
❊t (4.7) > (1−λb)‖b‖
λ(1+δ)
>
‖b‖−2n+1
λ(1+δ)
✱ ❛✐♥s✐
2‖f(a)− f(b)‖ > Max
{
2n+1 − ‖a‖
λ(1 + δ)
,
‖b‖ − 2n+1
λ(1 + δ)
}
.
❙✐ Max{2n+1 − ‖a‖, ‖b‖ − 2n+1} > ‖b−a‖
5λ(1+δ)
✱ ❛❧♦rs
‖f(a)− f(b)‖ > ‖b− a‖
10λ2(1 + δ)2
.
❙✐♥♦♥✱
(4.6) > ‖fn+1(b)− fn+1(a)‖ − (1− λb)‖b‖ − λa‖a‖
>
‖b−a‖
λ(1+δ)
− 2(‖b‖ − 2n+1)− 2(2n+1 − ‖a‖)
>
‖b−a‖
λ(1+δ)
− 4
5
‖b−a‖
λ(1+δ)
>
‖b−a‖
5λ(1+δ)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
‖b− a‖
10λ2(1 + δ)2
6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 9‖a− b‖.
✺✶
✸✮ 2n 6 ‖a‖ < 2n+1 < 2p 6 ‖b‖ < 2p+1
❖♥ ❛ ‖Πn(f(a)− f(b))‖ = ‖λafn(a)‖✱
‖Πn+1(f(a)− f(b))‖ = ‖(1− λa)fn+1(a)‖✱
‖Πp(f(a)− f(b))‖ = ‖λbfp(b)‖ ❡t
‖Πp+1(f(a)− f(b))‖ = ‖(1− λb)fp+1(b)‖.
❉♦♥❝✱
‖f(a)− f(b)‖ 6 ‖a‖+ ‖b‖
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Πp ❡t Πp+1✱
‖f(a)− f(b)‖ > 1
4
(
λb‖b‖
λ(1 + δ)
+
(1− λb)‖b‖
λ(1 + δ)
)
=
‖b‖
4λ(1 + δ)
.
❖r r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱
‖b‖
2
6 ‖b‖ − ‖a‖ 6 ‖b− a‖ 6 ‖b‖+ ‖a‖ 6 2‖b‖.
❆✐♥s✐✱
‖b− a‖
8λ(1 + δ)
6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 4‖a− b‖.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❛s ✿ ‖b− a‖
20λ2(1 + δ)2
6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 9‖a− b‖.
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✸ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ C([0, 1]) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ L∞ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r p = 2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✹ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Y
❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ L2✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Y ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉✈♦r❡t③❦② ❬✸✷❪✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓn2 ✳
✺✷
✹✳✹ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐
▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐ ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ s♦✉s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳
✶✳ ❙✐ c0 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✱ c0 s❡
♣❧♦♥❣❡✲t✲✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s X ❄
❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✷✳ ❊st✲❝❡ q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
sé♣❛r❛❜❧❡s ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❞❡ c0 ❄
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ✭ℓp✱ Lp ♣♦✉r 1 < p < ∞✳✳✳✮✳ ❖r c0 ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❖♥ s❡ ré❢ér❡r❛ à ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✉t✐❧✐sés ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 2000✱ ●✳ ●♦❞❡❢r♦②✱ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ❬✸✻❪ ♦♥t
❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧❛t s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶ ✭●♦❞❡❢r♦②✲❑❛❧t♦♥✲▲❛♥❝✐❡♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
❙✐ c0 ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à X ❛❧♦rs c0 ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
X✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●♦r❡❧✐❦ ❬✸✼❪ ❡t ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❣❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré✲
♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts✳
❆❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ c0 s♦✉s ❧❡ s❡❝♦♥❞
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s p =∞
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❝❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ❛ été ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡ ♣❛r ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✳ ◆♦✉s ❧❡ r❡♠❡rç✐♦♥s
❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❛❝❝♦r❞é ❧✬❛✉t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣rés❡♥t❡r s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷ ✭❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉✐ ❡st ♠étr✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s✱ ❛❧♦rs X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❧❡s ℓn∞✳
◆♦✉s r❡♣♦rt♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t
❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✹✳✶✳✸ ❡t ✹✳✹✳✷ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
✺✸
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧
✐✐✮ ∃C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀(M,d) ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ M C→֒ X
✺✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪✱ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡
éq✉✐✈❛r✐❛♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❆t✐②❛❤✲❙✐♥❣❡r ❬✻❪ ✭❧❛ ✈❛r✐été ❛♠❜✐❛♥t❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❣râ❝❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡
❡t ❝♦✲❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✬❆❧❛✐♥ ❈♦♥♥❡s ❬✷✹❪✱ ❡t ✐♠♣❧✐q✉❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ◆♦✈✐❦♦✈✱ q✉✐ ❜❛❧❛✐❡♥t ✉♥
s♣❡❝tr❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ❛✉ss✐ ❞❡s ❧✐❡♥s
étr♦✐ts ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❆t✐②❛❤✲❙✐♥❣❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s s✉❣❣èr❡ q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣✉r❡♠❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞♦♥♥é G✱ ❧✬♦❜❥❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❛K✲❤♦♠♦❧♦❣✐❡ éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ G✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❧❛K✲t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ G✳ ▲❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ r❡♠♦♥t❡♥t à
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✱ ❡t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬■♥❞✐❝❡ ❞✬❆t✐②❛❤✲❙✐♥❣❡r✳ ▲❡ ❧❡❝✲
t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✾✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❣r♦ss✐èr❡s ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❞❡ ❇❛✉♠✲❈♦♥♥❡s ♦✉ ❞❡
◆♦✈✐❦♦✈✱ ❡t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❛ été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✳ ❨✉ ❬✾✸❪✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ●✳ ❑❛s♣❛r♦✈ ❡t ●✳
❨✉ ❬✺✵❪✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❡st à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
r > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ s(r) < ∞ t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ M ✱ |B(x, r)| < s(r)✱ ♦ù
|B(x, r)| ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✉✈❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ●✳ ❨✉ ♣♦✉r
❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
✺✺
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶ ✭❑❛s♣❛r♦✈✲❨✉✮✳ ❙♦✐t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t à ❣é♦♠étr✐❡
❜♦r♥é❡✳ ❙✐ M s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢
❛❧♦rs M s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ◆♦✈✐❦♦✈✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢s s♦✐❡♥t✱ à r❡♥♦r♠❛❣❡ ♣rès✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ●✳ ❑❛s♣❛r♦✈ ❡t ●✳ ❨✉ ♦♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s
❡t ♠✐s à ❥♦✉r ♦✉ r❡❧❛♥❝é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❇❛♥❛❝❤✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲
ré✢❡①✐❢ ♦✉ ré✢❡①✐❢✳ ▲❛ ♠ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡
❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs ♣❛r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✉♥✐❢♦r♠❡s✳
▼❛✐s r❡✈❡♥♦♥s ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑❛s♣❛r♦✈ ❡t ❨✉ ❡t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡
à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡✳ ❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉rs F = {g1, . . . , gn}✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❡ ❣♦✉♣❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❈❛②❧❡②✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s
❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❡✉① ♥♦❡✉❞s a ❡t b s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t s✐ a · b−1
♦✉ b · a−1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F ❀ ✐❧s s♦♥t ❞✐ts ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❖♥ ♠✉♥✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❈❛②❧❡② ❞❡ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✐✳❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s
❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❞é✜♥✐r s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s 1✳ ▲❡
❣r♦✉♣❡ G ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❈❛②❧❡② ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r G q✉✐ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❡♥tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs à ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ♣rès✳ ❈❡ s♦♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ q✉❡
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛s♣❛r♦✈✲❨✉ ✈❡✉t tr❛✐t❡r✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡st✲❝❡ q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ ♣❡✉t s❡
♣❧♦♥❣❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ ❝♦t②♣❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ◆❛♦r ❬✼✶❪✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s❡ ♣❧♦♥✲
❣❡❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢ ❞♦✐t ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ❝♦t②♣❡
♠étr✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❊t ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❱✳ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❬✺✹❪ ❛ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ q✉✐ ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❛✉❝✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ✦ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❱✳ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❛♥s❡✉rs ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝♦❝♦♠♣❛❝t ❞❡ SL3(F )✱ ♦ù F ❡st ✉♥ ❝♦r♣s
❧♦❝❛❧ ♥♦♥✲❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥✮ ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ❛✉❝✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡s✲
✺✻
♣❛❝❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐été
(T ) r❡♥❢♦r❝é❡ ❇❛♥❛❝❤✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❱✳ ▲❛✛♦r❣✉❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐✲
t✐❢s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ré✢❡①✐❢s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
st❛❜❧❡s✳
✺✳✷ P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ré✢❡①✐❢s
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s à ❣é♦✲
♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ r❡♠♦♥t❡ à 2005 ❡t ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆✳
❇r♦✇♥ ❡t ❊✳ ●✉❡♥t❡r ❬✷✶❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶ ✭❇r♦✇♥✲●✉❡♥t♥❡r✮✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r✲
♥é❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ (
∑
n ℓpn)ℓ2✱ ♦ù 1 < pn <∞
❡t pn t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t X =
(∑
n>1 ℓ
n
∞
)
ℓ2
✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✸ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
❑❛❧t♦♥ ❬✹✼❪ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠é✲
tr✐q✉❡s st❛❜❧❡s✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ s✐
lim
m→∞
lim
n→∞
d(xm, yn) = lim
n→∞
lim
m→∞
d(xm, yn)
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡①✐st❡♥t✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ st❛❜❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r ❏✳ ▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ❇✳ ▼❛✉r❡② ❬✺✷❪ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 80✱ ♣✉✐s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
st❛❜✐❧✐té ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ❨✳ ❘❛②♥❛✉❞
❬✽✷❪✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s s♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t st❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s Lp (1 < p <∞)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ c0 ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡✳
❊♥ 2007✱ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬✹✼❪
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ ✭❑❛❧t♦♥✮✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ st❛❜❧❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ▲✬❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ ❡st ❛❜str❛✐t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ♦ù ✐❧ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✳ ❏✳ ❉❛✈✐s✱ ❚✳ ❋✐❣✐❡❧✱
❲✳ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❆✳ P❡➟❝③②➠s❦✐ ❬✷✺❪✳
✺✼
❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❨✳ ❇❡♥②❛♠✐♥✐ ❡t ❏✳ ▲✐♥❞❡♥str❛✉ss
✭❬✶✸❪✱ ♣❛❣❡ ✶✽✹✮ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✹ ✭❇❡♥②❛♠✐♥✐✲▲✐♥❞❡♥str❛✉ss✮✳ ❙♦✐t (K, d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✳
❆❧♦rs✱ K s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s
(∑
n>1 ℓ
n
∞
)
ℓ2
✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡
♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s st❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
♣r♦♣r❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❢♦♥t ♣❛rt✐❡✳
✺✳✸ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s
❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣r❡ s✐ s❡s ❜♦✉❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr✐✈✐❛✉①
❞✬❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♣r♦♣r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❧❡
♣r♦❝é❞é ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t (M,d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❡t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs M s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❞❛♥s X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s
ℓn∞ ✭✐✳❡ s❛♥s ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✮✳
P♦✐♥t♦♥s ♥♦tr❡ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❡♥ t0 ∈M ✱ ❡t ♥♦t♦♥s ♣♦✉r n ∈ Z✱
Bn = B(t0, 2
n+1) ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ M ❞❡ r❛②♦♥ 2n+1 ❝❡♥tré❡ ❛✉ ♣♦✐♥t t0✳
❙♦✐t Mkn ✉♥ 2
−k+n+3✲rés❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Bn✱ ❛✈❡❝ k > 1✳
❖♥ ❞é✜♥✐t
ϕkn : Bn → ℓ∞(Mkn) := Xn,k
t 7→ (d(t, s)− |s|)
s∈Mkn , ♦ù |s| = d(s, t0).
❙♦✐t Φ ✿ I = Z× N → N ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ (Fj)∞j=0 ❞❡ X ❡t (Tj)
∞
j=0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j > 0✱ Tj s♦✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ XΦ−1(j) s✉r Fj q✉✐ ✈ér✐✜❡
∀u ∈ XΦ−1(j) 1
2
‖u‖ 6 ‖Tju‖ 6 ‖u‖
✺✽
❡t t❡❧ q✉❡ (Fj)∞j=0 s♦✐t ✉♥❡ ❋❉❉ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é Z q✉✬❡❧❧❡
❡♥❣❡♥❞r❡✳ ❙♦✐t Pj ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Z s✉r F0⊕...⊕Fj ❞❡ ♥♦②❛✉ Vect (
⋃∞
i=j+1 Fi)✱
♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❛♣rès r❡♥♦r♠❛❣❡✱ q✉❡ ‖Pj‖ 6 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♥♦t❡ Π0 =
P0 ❡t Πj = Pj − Pj−1 ♣♦✉r j > 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ‖Πj‖ 6 2✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐ss♦♥s
fkn : Bn → FΦ(n,k)
t 7→ TΦ(n,k)(ϕkn(t))
❡t✱
fn : Bn →
∑
k>1
ΠΦ(n,k)(Z)
t 7→
∑
k>1
fkn(t)
(n− k)2 + 1
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ fn ❡st C✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ C =
∑
n∈Z
1
n2 + 1
✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
f : M → Z = Vect(⋃∞i=0 Fi) ⊂ X
t 7→ λtfn(t) + (1− λt)fn+1(t) , si 2n 6 |t| 6 2n+1
♦ù✱
λt =
2n+1 − |t|
2n
, n ∈ Z
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ f ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳
❙♦✐❡♥t a, b ∈M ❡t s✉♣♣♦s♦♥s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ |a| 6 |b|✳
■✮ ❙✐ |a| 6 1
2
|b|✱ ❛❧♦rs
‖f(a)− f(b)‖ 6 C(|a|+ |b|) 6 3C
2
|b| 6 3C(|b| − |a|) 6 3Cd(a, b).
■■✮ ❙✐ 1
2
|b| < |a| 6 |b|✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s✳
✶✮ 2n 6 |a| 6 |b| < 2n+1✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐❡♥t
λa =
2n+1 − |a|
2n
et λb =
2n+1 − |b|
2n
.
❖♥ ❛
|λa − λb| = |b| − |a|
2n
6
d(a, b)
2n
,
✺✾
❡t ❞♦♥❝✱
‖f(a)− f(b)‖ = ‖λafn(a)− λbfn(b) + (1− λa)fn+1(a)
−(1− λb)fn+1(b)‖
6 λa‖fn(a)− fn(b)‖+ (1− λa)‖fn+1(a)− fn+1(b)‖
+2C|λa − λb||b|
6 Cd(a, b) + 2n+2C|λa − λb|
6 5C d(a, b).
✷✮ 2n 6 |a| < 2n+1 6 |b| < 2n+2✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t
λa =
2n+1 − |a|
2n
et λb =
2n+2 − |b|
2n+1
.
♦♥ ❛✱
λa 6
d(a, b)
2n
, ainsi λa|a| 6 2 d(a, b).
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱
1− λb = |b| − 2
n+1
2n+1
6
d(a, b)
2n+1
et (1− λb)|b| 6 2 d(a, b).
‖f(a)− f(b)‖ = ‖λafn(a) + (1− λa)fn+1(a)− λbfn+1(b)
−(1− λb)fn+2(b)‖
6 λa(‖fn(a)‖+ ‖fn+1(a)‖) + (1− λb)(‖fn+1(b)‖
+‖fn+2(b)‖) + ‖fn+1(a)− fn+1(b)‖
6 2Cλa|a|+ 2C(1− λb)|b|+ 2Cd(a, b)
6 9C d(a, b).
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st 9C✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠✐♥♦r❡r f ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ a, b ∈M ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦✲
s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡ |a| 6 |b|✳ ❚r♦✐s ❝❛s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ❧♦rsq✉❡ |a| ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ à [2m, 2m+1[✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r m✱
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s
λa =
2m+1 − |a|
2m
.
✻✵
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡r❛ R(n,k) = T
−1
Φ(n,k)
◦ ΠΦ(n,k) ♣❛r
s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ❞✬é❝r✐t✉r❡✳
✶✮ 2n 6 |a| 6 |b| < 2n+1✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n✳
■❧ ❡①✐st❡ l > 1 ❡t sb ∈ M l+3n t❡❧s q✉❡ 2−l+n+2 6 d(a, b) < 2−l+n+3 ❡t
d(sb, b) < 2
−l+n✳ ❖♥ ♥♦t❡ k = l + 3 ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
❆✐♥s✐✱ R(n,k)(f(a)− f(b)) = 1(n−l−3)2+1(λaϕkn(a)− λbϕkn(b)) ❡t ❞♦♥❝✱
λaϕ
k
n(a)− λbϕkn(b) = (λa(d(a, s)− |s|)− λb(d(b, s)− |s|))s∈Mkn
(λaϕ
k
n(a)− λbϕkn(b))|sb = λad(a, sb) + (λb − λa)|sb| − λbd(b, sb)
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
R(n+1,k)(f(a)− f(b)) = 1(n−l−2)2+1((1− λa)ϕkn+1(a)
−(1− λb)ϕkn+1(b))
❡t✱
(1− λa)ϕkn+1(a)− (1− λb)ϕkn+1(b) = ((1− λa)(d(a, s)− |s|)
−(1− λb)(d(b, s)− |s|))s∈Mkn+1
((1− λa)ϕkn+1(a)− (1− λb)ϕkn+1(b))|sb = (1− λa)d(a, sb) + (λa − λb)|sb|−(1− λb)d(b, sb)
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
n− l − 3 6 n− l − 2 6 n− l + 2 6 log(d(a, b)) < n− l + 3
❞♦♥❝ s✐ 0 6 n− l − 3 ❛❧♦rs
(n− l − 3)2 + 1 6 (n− l + 2)2 + 1 6 (log d(a, b))2 + 1
s✐♥♦♥
log(d(a, b))− 7 6 n− l − 3 6 n− l − 2 < 0
❡t ♦♥ ❛
(n− l − 2)2 + 1 6 (n− l − 3)2 + 1 6
(
log
d(a, b)
27
)2
+ 1.
❙♦✐t α(t) = (log(t))2 + 1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ♥♦✉s s♦♠♠♦♥s R(n+1,k)(f(a)− f(b))
❡t R(n,k)(f(a)− f(b)) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
8 ·Max
{
α(d(a, b)), α
(
d(a,b)
27
)}
‖f(a)− f(b)‖ > d(a, sb)− d(b, sb)
> d(a, b)− 2d(b, sb)
> d(a, b)− 2−l+n+1
>
d(a,b)
2
✻✶
✷✮ 2n 6 |a| < 2n+1 6 |b| < 2n+2✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n✳
■❧ ❡①✐st❡ l > 1 ❡t sa ∈ Mkn+1 t❡❧s q✉❡ 2−l+n+3 6 d(a, b) < 2−l+n+4 ❡t
d(sa, a) < 2
−l+n✳
❯♥ r❡❝♦✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡t ❛✉① é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐s ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ f(a)− f(b)✳
R(n,k)(f(a)− f(b))|t0 = 1(n−k)2+1(λad(t, s)− λa|s|)|s=t0
= λa
(n−k)2+1 |a|
R(n+2,k)(f(a)− f(b))|t0 = 1(n−k+2)2+1(−(1− λb)d(b, s)
−(1− λb)|s|)|s=t0
= − (1−λb)
(n−k+2)2+1 |b|
R(n+1,k)(f(a)− f(b))|sa = 1(n−k+1)2+1((1− λa)d(a, s)− (1− λa)|s|
−λbd(b, s) + λb|s|)|s=sa
= 1
(n−k+1)2+1((1− λa)d(a, sa)− λbd(b, sa)
−(1− λa)|sa|+ λb|sa|)
❆✐♥s✐ ❛✈❡❝ ζ = Max
{
α(d(a, b)), α
(
d(a,b)
27
)}
12 · ζ‖f(a)− f(b)‖ > λa|a|+ (1− λb)|b|
−(1− λa)d(a, sa) + λbd(b, sa)
+(1− λa)|sa| − λb|sa|
> λbd(a, b) + λa|a|+ (1− λb)|b|
+(1− λa)|a| − λb|a|
−λbd(sa, a)− (1− λa)d(sa, a)
−(1− λa)d(a, sa)− λbd(sa, a)
> d(a, b)− 2(1− λa + λb)d(a, sa)
> d(a, b)− 4d(sa, a)
>
d(a,b)
2
✸✮ 2n 6 |a| < 2n+1 < 2p 6 |b| < 2p+1 ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs n ❡t p✳
■❧ ❡①✐st❡ l > 1 t❡❧ q✉❡ 2−l+p+2 6 d(a, b) < 2−l+p+3
✻✷
R(p,l)(f(a)− f(b))|t0 = 1(p−l)2+1(−λbd(b, s) + λb|s|)|s=t0
= − λb
(p−l)2+1 |b|
R(p+1,l)(f(a)− f(b))|t0 = 1(p−l+1)2+1(−(1− λb)d(b, s)
+(1− λb)|s|)|s=t0
= − (1−λb)
(p−l+1)2+1 |b|
8 ·Max
{
α(d(a, b)), α
(
d(a,b)
27
)}
‖f(a)− f(b)‖ > λb|b|+ (1− λb)|b|
> |b|
>
2
3
(|a|+ |b|)
>
2
3
d(a, b)
❚♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦♥t été tr❛✐tés ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ f ❡st ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
γ(d(a, b)) 6 ‖f(a)− f(b)‖ 6 9Cd(a, b),
♦ù
γ(t) =
t
24 ·Max{α(t), α ( t
27
)}
❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t
γ(t) = t
(log(t))2+1
si t > 27
> D une constante positive si 1 6 t 6 27
= t
(log( t
27
))
2
+1
si t < 1.
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❧♦♥❣❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t t♦✉t
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ ❝♦♥❝r❡t X =
(∑
n>1 ℓ
n
∞
)
ℓ2
✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐✱ q✉❡ X ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳
✻✸
✺✳✹ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s st❛❜❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳ ❙♦✐t f : (M,d)→ (N, δ)✱
f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ s✬✐❧ ❡①✐st❡♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s
Cd > 0 ❡t Ca > 0 t❡❧❧❡s q✉❡
1
Cd
d(x, y)− Ca 6 δ(f(x), f(y)) 6 Cdd(x, y) + Ca.
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cd ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ca✮ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦s✲
s✐èr❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦ss✐èr❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✮✳
❯♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦ss✐❡r ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣✲
s❝❤✐t③ ❛✉① très ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡✲
♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦ss✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
D > 0 ❡t C ′d > 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts é❝❛rtés ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
D✱ ❛❧♦rs f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ C ′d✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸ ✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✹✳✷✳ ❙♦✐❡♥t 1 6 p 6 ∞ ❡t λ > 1✳ ❙♦✐❡♥t (Y, ‖ · ‖) ✉♥ ❡s♣❛❝❡
Lp,λ ❡t M ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ Y ✱ ❛❧♦rs M ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❛♥s t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐✲
❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ℓnp ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦ss✐èr❡s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t
❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ δ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Bn := {t ∈M ; ‖t‖ 6 2n+1} ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳
❙♦✐t Rn ✉♥ ǫ2 ✲rés❡❛✉ ❞❡ Bn✳ ▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ Rn ❡st ✜♥✐✳ R :=
⋃
n>Rn ❡st ✉♥
ǫ
2
✲rés❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ M ✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s
β : M → R
t 7→ β(t), tel que ‖t− β(t)‖ < ǫ
2
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ‖a− b‖ − ǫ 6 ‖β(a)− β(b)‖ 6 ‖a− b‖+ ǫ✳ ❙✐ ♦♥ ♣❧♦♥❣❡
R ❞❛♥s X à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❝❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛✈❡❝
β ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s Cd ❛♥❞ Ca✳
❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞✐s❝✉té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷✱ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣✲
s❝❤✐t③✐❡♥ ♣❡✉t✲êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ à
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ r❡♥❞✉❡
❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✈♦✉❧✉✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿
✻✹
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✳ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦t②♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ Cd > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ (M,d) ❡t ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ M
(Cd,ǫ)→֒ X✳
✐✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s Cd ❡t Ca t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ (M,d)✱ M
(Cd,Ca)→֒ X✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❛
❧❡❝tr✐❝❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐✐✮ ❡st ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✹✳✷ ❡t ✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐✐✐✮ ❡st
tr✐✈✐❛❧✳
Pr♦✉✈♦♥s ✐✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ●✳ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥✳
❋✐①♦♥s n ❡t k ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t s♦✐t Nk = 1kZ
n ∩ kBℓn
∞
✳
Nk ❡st ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t Θk ✿ Nk → X t❡❧ q✉❡ Θk(0) = 0 ❡t
Nk
(Cd,Ca)→֒ X✳ ❙♦✐t Φk(x) = Θk(kx)k ✱ ❛❧♦rs
1
Cd
‖x− y‖∞ − Ca
k
6 ‖Φk(x)− Φk(y)‖ 6 Cd‖x− y‖∞ + Ca
k
.
❖♥ ❞é✜♥✐t Ψk ❞❡ Bℓn
∞
✈❡rs Nk t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Bℓn
∞
✱ ♦♥ ❛✐t
‖x−Ψk(x)‖∞ 6 1
k
.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss♦♥s
Φ : Bℓn
∞
→ XU
x 7→ (Φk ◦Ψk(x))k>1U ,
♦ù XU ❡st ❧✬✉❧tr❛✲♣r♦❞✉✐t ❞❡ X s❡❧♦♥ ✉♥ ✉❧tr❛✲✜❧tr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ U ❞❡ N✳ Φ
❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ Cd ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t✱ ♠❛✐s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞û à ❙✳ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❡t P✳ ▼❛♥❦✐❡✇✐❝③ ❬✸✾❪ ✭❝❢ ❛♥♥❡①❡ ❇✮✱
♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ℓn∞ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s X
∗∗
U ✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥
♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜✐❞✉❛❧ ❡t ❧✬✉❧tr❛✲♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ Y
s♦♥t ✜♥✐♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ❞❛♥s Y ✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛❞♠❡t ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢✳
◗✉❛♥❞ ❡st✲✐❧ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té ❄
✻✺
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❱✳ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❬✺✹❪ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ P✳ ◆♦✇❛❦
❛ ❝♦♥str✉✐t✱ à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ▲❛❛❦s♦✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ à
❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ q✉✐ ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡
✭❬✼✹❪ rés✉❧t❛t ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s à ❜♦✉❧❡s
r♦♥❞❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❡ à ❚✳ ▲❛❛❦s♦ ❬✺✺❪✱ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞✐❛♠
❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (M,d) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❜♦✉❧❡s r♦♥❞❡s
s✐ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ δǫ > 0 t❡❧ q✉❡
diam
(
B
(
x,
1 + δǫ
2
d(x, y)
)⋂
B
(
y,
1 + δǫ
2
d(x, y)
))
< ǫd(x, y)
♣♦✉r t♦✉t x✱y ∈ X✳
❚✳ ▲❛❛❦s♦ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡st à ❜♦✉❧❡s r♦♥❞❡s✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳
✺✳✺ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❇❛♥❛❝❤ s❛♥s ❝♦t②♣❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✭❡t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✮ ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢✳ ❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s❡ ♣♦s❡♥t ✿
• ▲❡s ❡s♣❛❝❡s s❛♥s ❝♦t②♣❡ s♦♥t✲✐❧s ❡♥❝♦r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦✲
♣r❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ❄
• ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s sé♣❛r❛❜❧❡s ❛❞♠❡tt❡♥t✲✐❧s t♦✉s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ ♦✉ ❣r♦ss✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ ❄
▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
ré✢❡①✐❢
(∑
n>1 ℓ
n
∞
)
ℓ2
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✿
✻✻
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶ ✭❑❛❧t♦♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ ♠étr✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❛❧♦rs ✿
✐✮ X ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ✭❘◆P✮✱
✐✐✮ X∗∗ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❞❡ c0 ❡t ❞♦♥❝ X∗ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡
✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ℓ1✳
◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✐✈❡rs ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✳
❆✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛ s✉❣❣éré ➱✳ ❘✐❝❛r❞✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
X =
(∑
n>1
ℓn∞
)
ℓ1
=
(∑
n>1
ℓn1
)∗
c0
.
X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❛ ❘◆P ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✉❛❧ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
s✉✐t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ c0 ❞❛♥s s♦♥ ❜✐❞✉❛❧✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r i > 1 ✜①é ♣❛r fi = w∗✲ lim
n→∞
en,i ∈ X∗∗✱ ♦ù (en,i)ni=1 ❡st ❧❛ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ℓn∞✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t c0 ❞❛♥s s♦♥ ❜✐❞✉❛❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ❣r♦ss✐❡r ❞❡ c0 ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ c0 ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢ ét❛✐t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ 30 ❛♥s✳ ■❧
✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❬✹✼❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳✷ ✭❑❛❧t♦♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞✉❛✉①
s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs c0 ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♣❛s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s X ❡t Bc0 ♥❡ s❡
♣❧♦♥❣❡ ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s X✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸ ❑❛❧t♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✹✻❪✱ q✉❡ c0 s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❢♦r✲
t❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳
✻✼
✻✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❆r❜r❡s ❡t ✐♥❞✐❝❡s ♦r❞✐♥❛✉①
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡
s❛♥s ❝②❝❧❡✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡t ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✭❧❡s s❡❣♠❡♥ts✮✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞✐st✐♥❝ts
s♦✐❡♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ♥♦❡✉❞ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡
❞é❜✉t ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳ ❉❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs r❡✲
❧✐és ♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠✉♥✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s❡❣♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✳ ❉❡ t❡❧s ❛r❜r❡s
s♦♥t ❛♣♣❡❧❧és ❛r❜r❡s ♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸ ❡♥ s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❛ t♦✉❥♦✉rs été
❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❛r❜r❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥t❡①t❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✷✷❪✱ ❬✼✸❪ ❡t ❬✷✾❪✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♠étr✐q✉❡s ✜♥✐s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❬✻✺❪✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡s ❬✻✻❪✱ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❏✳ ▼❛t♦✉➨❡❦✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡M ❡st ✜♥✐♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ N s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ D > 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ F ⊂M ✱ cN(F ) 6 D✱ ♦ù
cN(F ) = inf{dist(f) : ❢ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡ ❞❡ F ❞❛♥s N}.
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❞❡ ❧❛ ▼❛r❦♦✈✲p✲❝♦♥✈❡①✐té✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠étr✐q✉❡ ✐♥s♣✐ré ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♣❡r♠❡t à ❏✳ ❘✳ ▲❡❡✱ ❆✳ ◆❛♦r ❡t ❨✳ P❡r❡s
✻✾
❞❛♥s ❬✺✾❪ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ ♠étr✐q✉❡ T ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠é✲
tr✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ (B∞, ρ) ♥✬❡st ♣❛s ✜♥✐♠❡♥t
r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ▼✳ ▼❡♥❞❡❧ ❡t ❆✳ ◆❛♦r ❬✼✷❪ ♦♥t ét✉❞✐é
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ▼❛r❦♦✈✲p✲
❝♦♥✈❡①✐té ❡t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳ ■❧ ②
❡st ❛✉ss✐ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ▼❛r❦♦✈✲p✲❝♦♥✈❡①✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ p✲✉♥✐❢♦r♠❡
❝♦♥✈❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❞✉
✏♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘✐❜❡✑ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
❉❡s ❛r❜r❡s ♣❧✉s ✏❧✐♥é❛✐r❡s✑ s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sés ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❇❛♥❛❝❤✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❝❛r❛tér✐s❡r ❧❛ s✉♣❡r✲ré✢❡①✐✈✐té✱ ♦✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✬❛r❜r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❧❡s ✉♥✐t à
✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♦r❞✐♥❛❧✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦✳
✻✳✷ ■♥❞✐❝❡s ♦r❞✐♥❛✉①
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬é♣❧✉✲
❝❤❛❣❡s ✭✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❬✾✵❪✱ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
q✉✐ ✏♠❡s✉r❡♥t✑ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ℓ1 ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
✭✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❬✶✻❪✮✳
✻✳✷✳✶ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦
■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té
❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❡t C ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❜♦r♥é ❞❡ X✱
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ C ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
T = {x ∈ C : x∗(x) > t}, ♦ù x∗ ∈ X∗ ❡t t ∈ R.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥❝❤❡s ❞❡ C ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♣♦✉r
❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ǫ > 0✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡
DǫC = C\
⋃
{T : T ∈ T }.
✼✵
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ Dαǫ C ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛❧ α ♣❛r
Dα+1ǫ C = Dǫ(D
α
ǫ C)
❡t
Dαǫ C =
⋂
β<α
DβǫK s✐ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡.
❖♥ tr♦✉✈❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛✐r❡✳ ❖♥
♥♦t❡ BX ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é❡ ❞❡ X✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t D(X, ǫ) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ α t❡❧ q✉❡ Dαǫ BX = ∅✱ s✐ ✉♥ t❡❧ ♦r❞✐♥❛❧ ❡①✐st❡✱ s✐♥♦♥ ♣❛r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ ♣♦s❡ D(X, ǫ) = ∞ ✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡ X ❡st ❞é✜♥✐t
♣❛r
D(X) = sup
ǫ>0
D(X, ǫ).
P❛r♠✐s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❛❧♦rs
✐✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té D(X) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✐✐✮ ❙♦✐t D(X) =∞✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ α t❡❧ q✉❡ D(X) = ωα✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉♣❡r✲ré✢❡①✐❢s✱
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✷ ✭▲❛♥❝✐❡♥✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ X ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳
✐✐✮ D(X) 6 ω✳
✐✐✐✮ X ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡♥ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛✣r♠❡♥t q✉❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té
str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ω ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ✐♥✜♥✐ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡
❙③❧❡♥❦ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❛r❜r❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts
❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ♦♥ ♣♦✉rr❛
❝♦♥s✉❧t❡r ❬✺✻❪✳
✼✶
■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❙③❧❡♥❦✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ ❡t K ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞❡ X∗✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ K ❡st ✉♥ w∗✲❝♦♠♣❛❝t✳ P♦✉r ǫ > 0✱ s♦✐t V ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣ré❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rts V ❞❡ K t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✭♣♦✉r ❧❛
♥♦r♠❡ ❞❡ X∗✮ ❞❡ V ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ǫ > 0✱ ❡t
sǫK = K\
⋃
{V : V ∈ V}.
❖♥ ♥♦t❡ BX∗ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é❡ ❞❡ X∗✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❙③❧❡♥❦✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Sz(X, ǫ) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ α t❡❧ q✉❡
sαǫBX∗ = ∅✱ s✐ ✉♥ t❡❧ ♦r❞✐♥❛❧ ❡①✐st❡✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ♣♦s❡ Sz(X, ǫ) =∞✱ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❞❡ X ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r
Sz(X) = sup
ǫ>0
Sz(X, ǫ).
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐✲
❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❲✳ ❙③❧❡♥❦ ❬✾✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❧♦rsq✉❡
X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡ ❞❡ ℓ1(N) ✭❝❢ ❬✺✼❪✮✳ ▲♦rsq✉❡ X ❡st sé♣❛r❛❜❧❡✱ ♣♦✉r K ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
w∗✲❝♦♠♣❛❝t ❞❡ X∗ ❡t ǫ > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡
ℓǫK = {x∗ ∈ K : ∃(x∗n)n>1 ⊂ K t❡❧❧❡ q✉❡ ∀n‖x∗ − x∗n‖ > ǫ ❡t x∗n w
∗→ x∗}.
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❞❡ X✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❲✳ ❙③❧❡♥❦ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧✲
t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ré✢❡①✐❢ ❡t
✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡s
❡t ré✢❡①✐❢s✳ P♦✉r ✉♥ ❡①♣♦sé ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r
❬✺✽❪✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✼✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡✱
✐✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ Sz(X) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✐✐✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♦✉ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ X ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❞❡ X✳
✐✐✐✮ X ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Sz(X) = 1✳
✐✈✮ ▲❛ w∗✲❝♦♠♣❛❝✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Sz(X, ǫ) ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ Sz(X) 6 ω✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Sz(X, ǫ) < ω ♣♦✉r t♦✉t
ǫ > 0✳
✈✮ ❙♦✐t Sz(X) =∞✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ α t❡❧ q✉❡ Sz(X) = ωα✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❡st ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ (BX∗ , ω∗) ❞❛♥s (X∗, ‖ · ‖)✳
✻✳✷✳✷ ■♥❞✐❝❡s ❧♦❝❛✉① ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛r❜r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é (T,6)
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ T : y 6 x} ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ✜♥✐ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ x ∈ T ✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ T s♦♥t ❛♣♣❡❧❧és ♥♦❡✉❞s✳
▲❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ x ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ z ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ T : y <
x}✱ t❡❧ q✉❡ s✐ y < x✱ ❛❧♦rs y 6 z✳ ❯♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ x ∈ T ❡st ✉♥
♥♦❡✉❞ y > x t❡❧ q✉❡ x 6 z 6 y ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ z = x ♦✉ z = y✳
▲❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ T s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ T ✱ ❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s
t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❯♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ T ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r T ✳ ❯♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜①é
X✳ ❯♥ ❛r❜r❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ✐♥❞❡①é ♣❛r ✉♥
❛r❜r❡ T ✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (xs)s∈T ✱ ❛✈❡❝ xs ∈ X✱ ❡t q✉✐ ❡st
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡✳
❯♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡
❧✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s✳
✼✸
❖r❞r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡
▲✬❛r❜r❡ ❞ér✐✈é ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ T ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
D(T ) = {x ∈ T : ∃y ∈ T x < y}.
▲✬❛r❜r❡ ❞ér✐✈é ❞❡ T ❡st ❧✬❛r❜r❡ T ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❧❡s ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞✐♥❛❧ α ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛r❜r❡ Tα ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ T 0 = T ✱
✕ Tα+1 = D(Tα)✱
✕ ❙✐ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ Tα =
⋂
β<α T
β✳
❯♥ ❛r❜r❡ T ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊂ T ❛✈❡❝
S t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ✐♥✜♥✐✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ T ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r
o(T ) = inf{α : Tα = ∅},
s✬✐❧ ❡①✐st❡ α < ω1 ❛✈❡❝ Tα = ∅✱ ❡t o(T ) = ω1 s✐♥♦♥✳
❆r❜r❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧s
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (T ωα )α<ω1 ❞✬❛r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ N✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⌢ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ✜♥✐❡s✳ ▲❛
❢❛♠✐❧❧❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ T ω0 = {∅}
✕ T ωα+1 = {∅}
⋃∞
n=0 n
⌢T ωα ✱ ♦ù n
⌢T ωα = {n⌢s, s ∈ T ωα }
✕ T ωα = {∅}
⋃∞
n=0 n
⌢T ωαn ✱ s✐ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ (αn)
∞
n=0 ét❛♥t ✉♥❡
é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à α✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛r❜r❡ ✐♥✜♥✐ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♣❛r T ω∞ =
⋃↑
n T
ω
n ✳
❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
♥✉❧ s✉r X s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (xs)s∈Tωα ❡t s✐ ∀s ∈ D(T ωα )✱ xs⌢n
ω→ 0✳
✼✹
■♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ ❇♦✉r❣❛✐♥
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✱ ♥♦té I(X)✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❬✶✻❪ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t K > 1✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ℓ1✲K s✉r X ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ s✉r X✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦❡✉❞ xs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♦♥ ❛✐t✱ ‖xs‖ = 1 ❡t (xt)t6s ❡st K✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ℓ|s|1 ✱ ✐✳❡
1
K
∑
t6s
|at| 6
∥∥∥∥∥∑
t6s
atxt
∥∥∥∥∥ 6∑
t6s
|at|, ♣♦✉r t♦✉t (at)t6s ⊂ R.
❖♥ ❞é✜♥✐t
I(X,K) = sup{o(T ) : T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ℓ1 −K s✉r X}.
▲✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1 ❞❡ X ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
I(X) = sup
K>1
I(X,K).
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✺✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
✐✮ I(X) < ω1✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ℓ1 ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳
✐✐✮ ❙♦✐t I(X) = ω1✱ s♦✐t I(X) = ω
α ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ α < ω1✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❏✳ ❇♦✉r❣❛✐♥ ❬✶✻❪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✹❪ ❞❡ ❘✳ ❏✉❞❞ ❡t ❊✳ ❖❞❡❧❧✳
■♥❞✐❝❡ ℓ+1 ✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧
P♦✉r K > 1✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛r❜r❡ ℓ+1 ✲K✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r X✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❢❛✐✲
❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧ (xs)s∈Tωα s✉r X t❡❧ q✉❡ t♦✉t ♥♦❡✉❞ xs s♦✐t ✉♥❡ ℓ
+
1 ✲K s✉✐t❡✱ ✐✳❡
♣♦✉r t♦✉t s✱ xs ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ✶✱ (xt)t6s ❡st K✲❜❛s✐q✉❡ ❡t ✈ér✐✜❡
1
K
∑
t6s
at 6
∥∥∥∥∥∑
t6s
atxt
∥∥∥∥∥ , ♣♦✉r t♦✉t (at)t6s ⊂ R+.
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1✱ ♦♥ ♣♦s❡
I+ω (X,K) = sup{o(T ) : T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ℓ+1 ✲❑✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r X}.
✼✺
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
I+ω (X) = sup
K>1
I+ω (X,K).
❈❡t ✐♥❞✐❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉✳ ❆❧s♣❛❝❤✱ ❘✳ ❏✉❞❞ ❛♥❞ ❊✳ ❖❞❡❧❧ ❬✸❪✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✻ ✭❆❧s♣❛❝❤✲❏✉❞❞✲❖❞❡❧❧✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛✲
r❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
✐✮ ❙✐ X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ℓ1✱ I
+
ω (X) < ω1✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X
∗ ❡st sé♣❛r❛❜❧❡✳
✐✐✮ ❙✐ X∗ ❡st sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs I+ω (X) = ω
α✱ ❛✈❡❝ α < ω1✳
✐✐✐✮ ❙✐ X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ℓ1✱ ♦♥ ❛ I
+
ω (X) = Sz(X)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ℓ1✑ ❞✉ i) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❝❛r I+ω (ℓ1) = 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ℓ1 ét❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛r❜r❡s
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ T ω0 ❞❛♥s ℓ1✳
✻✳✸ ❆r❜r❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❡t ✐♥✲
❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♣❧♦♥❣❡r tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ (T ω∞, ρ) ❞❛♥s ℓ1 ❡t
c0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❞❡ ❏❛♠❡s ❬✹✶❪ ♦♥ ❛
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✶ ✭❏❛♠❡s✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ à ❜❛s❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs X ❡st ré✢❡①✐❢✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s c0 ♦✉ ℓ1✳
❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢s
à ❜❛s❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✷✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢✱ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡
✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✐ Sz(X) > ω✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❛r❜r❡s (T
ω
n , ρ)✱ s❡ ♣❧♦♥❣❡♥t ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ℓ1✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ℓ1+✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥✉❧ ❞❡ X✳ ❆✐♥s✐ I+ω (X) > ω ❡t
❞♦♥❝ ∃K > 1✱ t❡❧ q✉❡ ∀N ✱ ∃(xs)s∈Tω
N
⊂ SX t❡❧❧❡ q✉❡
∀s ∈ D(T ωN) xs⌢n ω−→ 0
❡t
1
K
∑
t6s
at 6
∥∥∥∥∥∑
t6s
atxt
∥∥∥∥∥ , ♣♦✉r t♦✉t s ∈ T ωN , ❡t (at)t6s ⊂ R+.
✼✻
❙♦✐❡♥t (ei) ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ X✱ ❡t σ ⊂ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
Pσ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
(ei)i∈σ✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ei s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ Pi✳ ▲❛ ❜❛s❡
ét❛♥t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ > 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t σ ⊂ N✱ ‖Pσ‖ 6 θ✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♥♦r♠❡r ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ θ = 1✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t N ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st✉✐r❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛r❜r❡s
Φ : T ωN → Φ(T ωN) ❡t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s
(
xΦ(s)
)
s∈Tω
N
✱ ❡t (ys)s∈Tω
N
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ys ❡st ✜♥✐✱ ♣♦✉r t♦✉t s
✕ ys ❡t yt ♦♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts s✐ s 6= t
✕
(2K−1)‖xΦ(s)‖
2K
6 ‖ys‖ 6 ‖xΦ(s)‖ = 1
✕ ‖xΦ(s) − ys‖ 6 12K ✳
❙♦✐t (nk)k ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①✳ ❖♥ ♥♦t❡ Bk ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❢♦r♠é❡ ❞❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ❞✉ ♥♦❡✉❞ nk✳ ❖♥ é♥✉♠èr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ B1 ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ♣✉✐s ❝❡✉① ❞❡ B2 \B1✱. . . ✱ Bk+1 \ (
⋃k
i=1Bi) ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥♦té❡ (si)i>1✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t Φ(s1) = s1 ❡t ys1
♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ xΦ(s1)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ Φ(s1)✱. . . ✱Φ(sn) ❡t ys1 ✱. . . ✱ysn ❝♦♥str✉✐ts✳
❙♦✐t sn+1 ❡st ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s si ♣♦✉r t♦✉t i 6 n✱ ❡t ❞♦♥❝ sn+1 = {p}✳
❈♦♠♠❡ xn
ω→ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r Φ(sn+1) = {p′} ♣♦✉r p′ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡ ✿
• ♣♦✉r t♦✉t i 6 n✱ ‖Pi(xp′)‖ 6 ‖xp′‖4Kni ✱ ♦ù ni ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s
s✉♣♣♦rts ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ys1 ✱. . . ✱ysn ❀
• ♦♥ ♣✉✐ss❡ tr♦✉✈❡r σ ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ∀i 6 n, σ⋂ supp(ysi) = ∅
❡t ‖ysn+1 − xΦ(sn+1)‖ < 12K ✱ ♦ù ysn+1 = Pσ(xΦ(sn+1))✳
❙♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ i 6 n t❡❧ q✉❡ sn+1 = si ⌢ p✳ ❖r xΦ(si)⌢n
ω→ 0 ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t
xΦ(sn+1) ❡t ysn+1 ✱ ❛✈❡❝ Φ(sn+1) = Φ(si) ⌢ p
′✱ ♣♦✉r p′ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❡t q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s s♦♥t ❡♥✈♦②és s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ♠ê♠❡
❧♦♥❣✉❡✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r
f : T ωN → X
s 6= ∅ 7→ ∑t6s yt
∅ 7→ 0
❙♦✐❡♥t s✱s′ ∈ T ωN ❡t δ ❧❡✉r ❞❡r♥✐❡r ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❛❧♦rs
‖f(s)− f(s′)‖ =
∥∥∥∥∥∑
δ<t6s
yt −
∑
δ<t6s′
yt
∥∥∥∥∥ .
✼✼
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ d = |s| − |δ| ❡t d′ = |s′| − |δ|✱ ❛❧♦rs
‖f(s)− f(s′)‖ 6 (d+ d′) = ρ(s, s′).
❉❡ ♣❧✉s s✐ σs =
⋃
δ<t6s
supp(yt)✱ ♦♥ ❛
‖Pσs(f(s)− f(s′))‖ =
∥∥∥∥∥∑
δ<t6s
ys
∥∥∥∥∥
>
∥∥∥∥∥∑
δ<t6s
xΦ(t)
∥∥∥∥∥− ∑
δ<t6s
‖yt − xΦ(t)‖
>
d
2K
.
❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pσs′ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
‖Pσs′ (f(s)− f(s′))‖ >
d′
2K
.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ♦♥ ❛
ρ(s, s′)
4K
6 ‖f(s)− f(s′)‖ 6 ρ(s, s′).
✻✳✹ P❧♦♥❣❡♠❡♥t q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡s à
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✐♥✜♥✐ (B∞, ρ)✱ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✐♥✜♥✐ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s
(T ω∞, ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ℓ1✱ ❡t ❛✈❡❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✷ ❞❛♥s c0✳ ❖r
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ ❞❡ c0 ❡st é❣❛❧ à ω✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✷ ❡st
❞♦♥❝ ❢❛✉ss❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡s♣ér❡r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ω ❣râ❝❡ à ❧✬❛r❜r❡ T ω∞✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ M s❡ ♣❧♦♥❣❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡N ✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥
fǫ ❞❡ M ❞❛♥s N ✱ t❡❧ q✉❡ dist(fǫ) 6 1 + ǫ✳
✼✽
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳ P♦✉r t♦✉t n✱
(T ωn , ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s
( ∞∑
k=1
ℓ1+ 1
k
)
ℓ2
✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s n ❡t ǫ > 0✳ ◆♦t♦♥s (es)s∈Tωn ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ℓ1+ 1
k
✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡ ❧❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t s♦✐t ❞♦♥♥é ♣❛r
fǫ : T
ω
n →
(∑
k ℓ1+ 1k
)
ℓ2
t 7→ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸,∑
s6t
es, 0, . . . )
k − 1 ③ér♦s
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛
‖fǫ(t)− fǫ(t′)‖ = ρ(t, t′) kk+1
❖r
1 6
ρ(t, t′)
ρ(t, t′)
k
k+1
= ρ(t, t′)
1
k+1 6 (2n)
1
k+1 6 1 + ǫ,
♣♦✉r k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥tr❡ t ❡t t′ ❡st ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ q✉❡ ✶✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s q✉❛♥❞ t 6= t′✳
❆✐♥s✐
ρ(t, t′)
1 + ǫ
6 ‖fǫ(t)− fǫ(t′)‖ 6 ρ(t, t′), ♣♦✉r t♦✉s t, t′ ∈ T ωn .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✳ ▲✬❛r❜r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✐♥✜♥✐ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞é♥♦♠❜r❛✲
❜❧❡s (T ω∞, ρ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s X =
( ∞∑
k=1
ℓ1+ 1
k
)
ℓ2
✳
▲✬❡s♣❛❝❡ X ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✷ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣❧♦♥❣❡r ❧✬❛r❜r❡ (T ω∞, ρ) ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❙③❧❡♥❦ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✷✳
✼✾
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ Sz(X) = ω2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❬✸✽❪✳
❙♦✐t Z =
(∑
n>1 Zn
)
ℓ2
❡t YN =
(∑N
n=1 Zn
)
ℓ2
✳
❖♥ ♥♦t❡ PN ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Z∗ =
(∑
n>1 Z
∗
n
)
ℓ2
s✉r Y ∗N =
(∑N
n=1 Z
∗
n
)
ℓ2
✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✸✳ ❙♦✐t z ∈ BZ∗ ❡t α ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❙✐ ‖PN(z)‖2 > 1 − ǫ2 ❡t
z ∈ sα√
3ǫ
(BZ∗)✱ ❛❧♦rs PN(z) ∈ sαǫ (BY ∗N )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ tr❛♥s✜♥✐❡ s✉r ❧✬♦r✲
❞✐♥❛❧ α✳
✕ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r α = 0 ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ❝❛r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t
❞❡ ♥♦r♠❡s ✶✳
✕ ▲❡ ❝❛s ♦ù α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♠é❞✐❛t✳
✕ ❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ s✉❝❝❡ss❡✉r✳
❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ PN(z) /∈ sα+1ǫ (BY ∗N ) ❡t ‖PN(z)‖2 > 1 − ǫ2✱ ❛❧♦rs
z /∈ sα+1√
3ǫ
(BZ∗)✳
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ z ∈ sα√
3ǫ
(BZ∗) ❡t ❞♦♥❝ PN(z) ∈ sαǫ (BY ∗N )✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞❡ PN(z) ❞❛♥s Y ∗N ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡
V =
⋂m
i=1{fi > γi} ♦ù fi ∈ YN ✱ t❡❧ q✉❡
diam
(
V
⋂
sαǫ (BY ∗N )
)
< ǫ
❡t
PN(z) ∈ V
⋂
sαǫ (BY ∗N ).
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ V
⋂√
1− ǫ2BY ∗
N
= ∅✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ W ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s Z∗✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⋂m
i=1{gi > γi}✱
♦ù ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s gi s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s fi q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥✉❧❧❡s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ z ∈ W ⋂ sα√
3ǫ
(BZ∗)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ y ∈
W
⋂
sα√
3ǫ
(BZ∗)✱ ❛❧♦rs PN(y) ∈ V ❡t ❞♦♥❝ ‖PN(y)‖2 > 1− ǫ2✳
✽✵
❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ PN(y) ∈ sαǫ (BY ∗N ) ❡t ❞♦♥❝✱
PN(y) ∈ V
⋂
sαǫ (BY ∗N ).
❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉s y✱ y′ ∈ W ⋂ sα√
3ǫ
(BZ∗)✱
PN(y) ❡t PN(y
′) ∈ V
⋂
sαǫ (BY ∗N ),
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ‖PN(y)−PN(y′)‖ < ǫ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ‖y−y′‖ <
√
3ǫ✱
❡t q✉❡ diam
(
V
⋂
sα√
3ǫ
(BZ∗)
)
< ǫ✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ z /∈ sα+1√
3ǫ
(BZ∗)✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ℓ1+ 1
n
♦♥t t♦✉s ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙③❧❡♥❦ é❣❛❧ à ω✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ q✉❡✱ ∀ǫ > 0 sωǫ (B∗X) ⊂ (1− ǫ√3)B∗X ✱ ❡t ❞♦♥❝ Sz(X) 6 ω2✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡
lim
k→∞
Sz(ℓ1+ 1
k
,
1
2
) = +∞.
❆❧♦rs✱ Sz(X, 12) > ω ❡t Sz(X) > ω
2✳
✽✶
✽✷
❆♥♥❡①❡ ❆
❆✉t♦✉r ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❞✬❆❤❛r♦♥✐
❆✳✶ ▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶❪✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✶ ✭❆❤❛r♦♥✐✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ℓ1 q✉✐ ♥❡ s❡
♣❧♦♥❣❡ ♣❛s ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s c0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
q✉❡ 2✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st très ❝♦✉rt❡ ❡t ♥♦✉s ❧❛ r❡❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : ℓ1 → c0 ✈ér✐✜❛♥t
‖x− y‖1 6 ‖f(x)− f(y)‖∞ 6 C‖x− y‖1,
♣♦✉r t♦✉s x✱y ∈ ℓ1✳
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ f(0) = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
C < 2 ❡t ❞♦♥❝ 4− 2C > 0✳ ◆♦t♦♥s (ei)∞i=1 ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ℓ1✳ ❙♦✐t
M = {n ∈ N : |f(e1)n − f(e2)n| > 4− 2C}.
P♦✉r t♦✉s i, j > 3✱ i 6= j ♦♥ ❞é✜♥✐t
Mi,j = {n ∈ N : |f(ei)n − f(ej)n| > 4− 2C}.
M ❡t Mi,j s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉s i, j > 3✱ i 6= j✱
M
⋂
Mi,j 6= ∅✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
‖f(e1 + ei)− f(e2 + ej)‖∞ > ‖(e1 + ei)− (e2 + ej)‖1 = 4
✽✸
❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n0 ∈ N ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
|f(e1 + ei)n0 − f(e2 + ej)n0| > 4
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
|f(e1)n0 − f(e2)n0 | > |f(e1 + ei)n0 − f(e2 + ej)n0|−
|f(e1 + ei)n0 − f(e1)n0| − |f(e2 + ej)n0 − f(e2)n0|
> 4− ‖f(e1 + ei)− f(e1)‖∞ − ‖f(e2 + ej)− f(e2)‖∞
> 4− C − C = 4− 2C.
❆✐♥s✐ n0 ∈ M ✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ n0 ∈ Mi,j✱ ❡t ❞♦♥❝
M
⋂
Mi,j 6= ∅✳ ❙♦✐t PM ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ c0 s✉r Vect(en)n∈M ✳ ❆❧♦rs
(PMf(ei))
∞
i=3 ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦r♠é ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r 4− 2C > 0✳
❆✳✷ ❉✐st♦rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
◆♦t♦♥s
CAh = inf
{
C : ∀M ♠étr✐q✉❡ sé♣❛r❛❜❧❡✱ M C→֒ c0
}
.
■✳ ❆❤❛r♦♥✐ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ 2 6 CAh 6 6 + ǫ✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳
▲❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r P✳ ❆ss♦✉❛❞ ❞❛♥s ❬✺❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡
CAh 6 3 + ǫ✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ét❛♣❡ ❛ été ❢r❛♥❝❤✐❡ ♣❛r ❏✳ P❡❧❛♥t ❬✼✻❪ q✉✐ ♠♦♥tr❡✱ ❡♥ 1994✱ q✉❡
CAh 6 3 ❡t q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s c
+
0 ✱ ❧❡ ❝ô♥❡
♣♦s✐t✐❢ ❞❡ c0✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ 2007✱ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ CAh = 2✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❑❛❧t♦♥ ❡t ▲❛♥❝✐❡♥ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s
c0 t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡t ♥♦♥ ♣❛s✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s c+0 ✳
✽✹
❆✳✸ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛✲
r♦♥✐
▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣❧♦♥❣❡r ♠étr✐✲
q✉❡♠❡♥t ℓ1 ❞❛♥s c0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ 2− ǫ✱ ❛✈❡❝ ǫ > 0✳
◗✉❡❧❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣❧♦♥❣❡r ♠étr✐q✉❡✲
♠❡♥t ℓ1 ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ C(K)✱ ✐♠♣❧✐q✉❡✲t✲✐❧ ❄ ❈✬❡st à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ré♣♦♥❞r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
❆✳✸✳✶ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
❝♦♠♣❛❝ts✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✶✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t K ′✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞ér✐✈é ❞❡ ❈❛♥t♦r✱ ♣❛r ✿
K ′ = {x ∈ K : x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ K} .
K ′ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K ♣r✐✈é ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷ ❙✐ K ❡st ♠étr✐s❛❜❧❡✱
K ′ = {x ∈ K : ∃(xn)n ⊂ K \ {x} tel que xn →n→∞ x} .
❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ tr❛♥s✜♥✐❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts Kα✱ ♣♦✉r ❧✬♦r❞✐♥❛❧ α ✿
K0 = K✱ K1 = K ′
s✐ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ s✉❝❡ss❡✉r ✭α = β + 1✮✱ Kβ+1 = (Kβ)′✱
s✐ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ Kα =
⋂
β<αK
β✳
❖♥ ♥♦t❡ ord(K) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ α t❡❧ q✉❡ Kα = ∅✳
▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✸✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs
✶✳ K ❡st ✜♥✐ ⇐⇒ K ′ = ∅ ⇐⇒ K ❡st ❞✐s❝r❡t✳
✷✳ K ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ⇐⇒ ∃α < ω1 t❡❧ q✉❡ Kα = ∅✳
✸✳ K ❡st ♥♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ⇐⇒ ∃α < ω1 t❡❧ q✉❡ Kα+1 = Kα 6= ∅✳
✽✺
❆✳✸✳✷ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ℓ1 ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s C(K)
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡t♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❆❤❛r♦♥✐✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✹✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ♠étr✐s❛❜❧❡✳ ❙♦✐t ǫ > 0✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ℓ1
2−ǫ→֒ C(K)✳ ❆❧♦rs✱ K ′′ 6= ∅
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : ℓ1 → C(K) t❡❧❧❡ q✉❡
‖x− y‖1 6 ‖f(x)− f(y)‖∞ 6 (2− ǫ)‖x− y‖1,
♣♦✉r t♦✉s x✱y ∈ ℓ1✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ f(0) = 0✳ ❙♦✐❡♥t✱ n✱ m✱ i✱ j ❞❡s
❡♥t✐❡rs t♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à m ❡t n ✜①és✳
‖f(en + ei)− f(em + ej)‖∞ > 4✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ K t❡❧ q✉❡
|f(en + ei)(β)− f(em + ej)(β)| > 4 ✭❆✳✶✮
❉✬♦ù
|f(ei)(β)− f(ej)(β)| > 2ǫ ✭❆✳✷✮
|f(en)(β)− f(em)(β)| > 2ǫ ✭❆✳✸✮
❙♦✐t
B = {β ∈ K : ∃i 6= j ✈ér✐✜❛♥t A.1} .
B ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s B ✜♥✐ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s
Φ : N → ℓ∞(B)
k 7→ (f(ek)(β))β∈B
❙♦✐t i 6= j✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β0 ∈ K ✈ér✐✜❛♥t ❆✳✶✱ ❡t ❞♦♥❝ β0 ∈ B✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ β0
✈ér✐✜❡ ❆✳✷ ❛✐♥s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (Φ(k))k∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❡t sé♣❛ré❡ ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ B ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ B⋂K ′ 6= ∅✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ K ′
❡st ✐♥✜♥✐✳
❙♦✐t
Ψ : N → ℓ∞(K ′)
k 7→ (f(ek)(β))β∈K′
❙♦✐t m 6= n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ K ′ t❡❧ q✉❡ |f(en)(β) − f(em)(β)| > 2ǫ✱ ♣❛r
❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f(en) ❡t f(em) ♣♦✉r n ❡t m ✜①és✳ P❛r ❝♦♠♣❛❝✐té
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡ K ′ ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ K ′′ 6= ∅✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ C(K) ❝♦♥t✐❡♥t ℓ1 q✉❛s✐✲✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐✳❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r
❞❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❈❛♥t♦r ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t
✽✻
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∀ǫ > 0 ℓ1 1+ǫ→֒ C(K)✱ ❛❧♦rs
∀ǫ > 0 ∃f : c00 → C(Kα) ∀α < ω✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x✱ y ∈ c00✱ x ❡t y à
s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛✐t
‖x− y‖1
1 + ǫ
6 ‖f(x)− f(y)‖∞ 6 ‖x− y‖1.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Kω 6= ∅✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ c00 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s à s✉♣♣♦rts ✜♥✐s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❙♦✐t ǫ > 0✱
∃g : c00 → C(K) ❡t ǫ′✱ q✉❡ ❧❡ ✜①❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞✱ t❡❧s q✉❡
‖x− y‖1
1 + ǫ′
6 ‖g(x)− g(y)‖∞ 6 ‖x− y‖1.
❖♥ ♣♦s❡ ∀x ∈ c00✱
f(x) = g(x)|K′ ∈ C(K ′).
K ′ ét❛♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s K ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ‖f(x) − f(y)‖∞ 6 ‖x − y‖1✳ ❙♦✐❡♥t
x, y ∈ c00✱ à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ ‖x− y‖1 = ‖x‖1+‖y‖1 = δ > 0✱ ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ δ ✜①é✳ P♦✉r i ❡t j ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞❡
x ❡t y✱ ♦♥ ❛
‖g(x+ δei)− g(y + δej)‖∞ > 3δ
1 + ǫ′
✭❆✳✹✮
❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ K t❡❧ q✉❡
|g(x+ δei)(β)− g(y + δej)(β)| > 3δ
1 + ǫ′
✭❆✳✺✮
❉✬♦ù✱
|g(δei)(β)− g(δej)(β)| > (2− ǫ
′)δ
1 + ǫ′
✭❆✳✻✮
|g(x)(β)− g(y)(β)| > (1− 2ǫ
′)δ
1 + ǫ′
=
(1− 2ǫ′)‖x− y‖1
1 + ǫ′
✭❆✳✼✮
❙♦✐t
B = {β ∈ K : ∃i 6= j ✈ér✐✜❛♥t A.5} .
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✹ B ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❡t K ′
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t β0 t❡❧ q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ g(x) ❡t g(y) à x, y ✜①és✱
|g(x)(β0)− g(y)(β0)| > (1− 2ǫ
′)‖x− y‖1
1 + ǫ′
.
✽✼
❆✐♥s✐
‖f(x)− f(y)‖∞ > (1− 2ǫ
′)‖x− y‖1
1 + ǫ′
.
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐s❛♥t ǫ′ t❡❧ q✉❡ 1−2ǫ
′
1+ǫ′
> 1
1+ǫ
✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ α✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞✐♥❛❧
α + 1 ❀ ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r α = 0✱ ❛✈❡❝
f = g|Kα ✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ❛✉① ♦r❞✐♥❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳
✽✽
❆♥♥❡①❡ ❇
❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❇✳✶ Pr♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✉ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❞❡✲
♠❛❝❤❡r✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❧✬❡①♣♦sé s❡ s②♥t❤ès❡ ❬✹✽❪✱ ❡t ❛✉ ❧✐✈r❡ ❬✶✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✳✶ ✭❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✮✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ f : X → R✳ ❆❧♦rs f ❡st ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❛❜❧❡ s❛✉❢ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ Y ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠
✭❘◆P✮✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ f : [0, 1] → Y ❡st
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r r❡st❡ ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡
❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❘◆P✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡❧✐é❡s à
❧❛ ❞❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❢❡r♠és ❜♦r♥és ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ❧✐✈r❡ ❞❡
❏✳ ❉✐❡st❡❧ ❡t ❏✳ ❏✳ ❯❤❧ ❏r✳ ❬✷✽❪ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡①♣♦sé très ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✉s✉❡❧s
♣♦✉r t❡st❡r s✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❛ ❘◆P✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✶✳✷✳ ❙✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ X ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠
✐✮ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré✢❡①✐❢
✐✐✮ X = Y ∗✱ ♦ù Y ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❆s♣❧✉♥❞✱ ✐✳❡ t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ sé♣❛r❛❜❧❡
❞❡ Y ❛ ✉♥ ❞✉❛❧ sé♣❛r❛❜❧❡
✽✾
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❘◆P s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s Lp (1 < p < ∞) ❡t ℓp (1 6 p < ∞)✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐
♥✬♦♥t ♣❛s ❘◆P s♦♥t c0✱ ℓ∞✱ L∞✱ L1 ❡t C([0, 1])✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠ ❡st sé♣❛r❛❜❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐
st❛❜❧❡ ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ✈♦♥t
s✉✐✈r❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ st❛❜❧❡ ♣❛r ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✳
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡✱ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
✏✉t✐❧❡✑ ✭t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡
❡t ✜♥✐❡✮ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣♦✉r
ét❡♥❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛❞ ❤♦❝✱ s✉r
❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été rés♦❧✉ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 70 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
♣❛r ❏✳ P✳ ❘✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❬✷✸❪✱ P✳ ▼❛♥❦✐❡✇✐❝③ ❬✻✹❪ ❡t ◆✳ ❆r♦♥s③❛❥♥ ❬✹❪✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ●❛✉ss✲♥✉❧ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘✳ ❘✳ P❤❡❧♣s
❬✼✻❪✳
❇✳✷ ❊♥s❡♠❜❧❡s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s
❇✳✷✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡s ●❛✉ss✲♥✉❧s
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♠❡s✉r❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡
σ✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ tr✐❜✉ ❇♦ré❧✐❡♥♥❡ ❞❡ X✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞é✜♥✐r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ●❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❡t t✐r❡♥t ❧❡✉rs ♦r✐❣✐♥❡s
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r s✉r C([0, 1])✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X
❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ x∗ ∈ X∗✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡
µx∗ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
µx∗(A) = µ{y ∈ X : 〈x∗, y〉 ∈ A ⊂ R}
❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ µ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❞é❣é✲
♥éré❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x∗ 6= 0 ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ µx∗ ❡st ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✳
P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✭sé✲
♣❛r❛❜❧❡s✮ ❡t ✉♥ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♦♥ s❡ r❡♣♦rt❡r❛ à ❬✽✶❪✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷✳✷✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❇♦ré❧✐❡♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé✲
♣❛r❛❜❧❡ X✳ A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ●❛✉ss✲♥✉❧ s✐ µ(A) = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡
●❛✉ss✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ s✉r X✳
✾✵
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏êtr❡ ●❛✉ss✲♥✉❧✑ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r
✉♥✐♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❇♦ré❧✐❡♥✳
❇✳✷✳✷ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❆r♦♥s③❛❥♥✲♥✉❧s
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ●❛✉ss✲♥✉❧s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❆r♦♥s③❛❥♥✲♥✉❧s✱
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ◆✳ ❆r♦♥s③❛❥♥ ❬✹❪ ❡♥ 1976✳
P♦✉r y ∈ X \ {0}✱ s♦✐t A(y) ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❇♦ré❧✐❡♥s A ❞❡ X✱ q✉✐
✐♥t❡rs❡❝t❡♥t t♦✉t❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à y s❡❧♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ {xn}n>0 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ X✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r A({xn}n) ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❇♦ré❧✐❡♥s A q✉✐
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❝♦♠♠❡ A =
⋃
n>0An✱ ♦ù An ∈ A(xn) ♣♦✉r t♦✉t n✳
❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ X ❡st ❞✐t❡ t♦t❛❧❡✱ s✐ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ q✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❡st
❞❡♥s❡ ❞❛♥s X✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t X ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
A ❡st ❞✐t ❆r♦♥s③❛❥♥✲♥✉❧ s✬✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
⋂A({xn}n)✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st
♣r✐s❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s t♦t❛❧❡s {xn}n✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ t♦t❛❧❡
{xn}n✱ A ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❇♦ré❧✐❡♥s
⋃
nAn t❡❧s q✉❡
An ∈ A(xn) ♣♦✉r t♦✉t n✳
❇✳✸ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✲
✐❡♥♥❡s
❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ X ❞❛♥s Y ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ●ât❡❛✉①✲❞✐✛ér❡♥t✲
✐❛❜❧❡ ❡♥ x0 ∈ X s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
T ∈ B(X, Y ) t❡❧❧❡ q✉❡
lim
t→0
‖f(x0 + tx)− Tx‖
t
= 0, x ∈ X.
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡
❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✸✳✶✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
Y ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❛②❛♥t ❘◆P✳ ❙♦✐t f : U ⊂ X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❞❡ X✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù f ❡st
♥♦♥ ●ât❡❛✉①✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡st ❆r♦♥s③❛❥♥✲♥✉❧✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞û à ◆✳ ❆r♦♥s③❥❛♥ ✭❬✹❪✱ 1976✮✱ à ❏✳ P✳ ❘✳ ❈❤r✐st✐❡♥✲
s❡♥ ✭❬✷✸❪✱ 1973✮ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❍❛❛r✲♥✉❧ ❡t P✳ ▼❛♥❦✐❡✇✐❝③ ✭❬✻✹❪✱
1973✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝✉❜❡✲♥✉❧s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s
✾✶
❬✶✸❪✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ❡st q✉❛s✐ ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ f : X → Y ✈ér✐✜❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉ t②♣❡
1
C1
‖x− y‖ 6 ‖f(x)− f(y)‖ 6 C2‖x− y‖, x, y ∈ X
♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ∈ X t❡❧ q✉❡ f ❡st ●ât❡❛✉①✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ x0✳
❙✐ T ❡st ❧❛ ●ât❡❛✉①✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ f ❡♥ x0 ♦♥ ❛✱
1
C1
‖x‖ 6 ‖Tx‖ 6 C2‖x‖, x ∈ X.
T ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡X ❞❛♥s Y ✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t Y ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❛✈❡❝ ❘◆P✳ ❙✐ X s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s Y ✳ ❆❧♦rs X
s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s Y ✳
❇✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ♣ré❢❛✐❜❧❡
▲♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ Y ♥✬❛ ♣❛s ❘◆P ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ●ât❡❛✉①✲
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ Y ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ré✲
s✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ s❛♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Y ❛ ❘◆P✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té
♣ré❢❛✐❜❧❡ ✭w∗✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✹✳✶✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ X ❞❛♥s Y = Z∗✳ f ❡st w∗✲
●ât❡❛✉①✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ x0 ∈ X✱ s✐ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣ré❢❛✐❜❧❡
D∗f (x0)x = w
∗ − lim
t→0
f(x0 + tx)− f(x0)
t
❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥
x✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é D∗f (x0) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ w
∗✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ f ❡♥ x0✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷ ❙✐ f ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ w∗✲s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ‖D∗f (x0)‖ 6 ‖f‖Lip✳
✾✷
P♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ♣ré❢❛✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✹✳✸ ✭❍❡✐♥r✐❝❤✲▼❛♥❦✐❡✇✐❝③✮✳ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❇❛♥❛❝❤✳ ❙✐ X ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t s✐ f ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡
X ❞❛♥s Y ∗✱ ❛❧♦rs f ❡st w∗✲●ât❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
●❛✉ss✲♥✉❧✳
❉❡ ♣❧✉s s✐ f ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ∈ X t❡❧ q✉❡
❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣ré❢❛✐❜❧❡ ❞❡ f ❡♥ x0 s♦✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ X ❞❛♥s
Y ∗✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❇✳✹✳✹✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❡t Y ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❇❛♥❛❝❤ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❙✐ X s❡ ♣❧♦♥❣❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s Y ∗✱ ❛❧♦rs X ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ Y ∗✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ X ❡st ♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
Y ✱ ❛❧♦rs X s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s Y ∗∗✳
■❧ ❡st t❡♠♣s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✱ q✉❡
♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ✐❝✐✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳✭❑❛❧t♦♥✮ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ ♠é✲
tr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❛❧♦rs ✿
✐✮ X ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞ý♠✱
✐✐✮ X∗∗ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❞❡ c0 ❡t ❞♦♥❝ X∗ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡
✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ℓ1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t K0 = {(yn)n>1 ∈ c0 ; |yn| 6 1n} ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ c0✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t 1✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ S ♣❛r ✿
S : c0 → c0
(xn)n>1 7→ (xnn )n>1
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ S(Bc0) = K0✳ ❙♦✐t f ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ K0
❞❛♥s X✳ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ X ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❘◆P✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ f ◦ S ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ Bc0 ❞❛♥s X✱ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡
♣❧✉s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ Bc0 t❡❧ q✉❡
D(f ◦ S)(x) := T ∈ B(c0, X).
❙♦✐t h ∈ c00✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ c0 t❡❧ q✉❡ Sk = h✳ ❙♦✐t V (h) = T ◦ S−1(h)✳ ❖♥ ❛
‖f ◦ S(x+ tk)− f ◦ S(x)− tTk‖
t
=
‖f(Sx+ tSk)− f(Sx)− tTk‖
t
t→0→ 0.
✾✸
❉♦♥❝✱
1
C
‖Sk‖ 6 ‖f(Sx+ tSk)− f(Sx)‖
t
6 C‖Sk‖
❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs 0✱
1
C
‖Sk‖ 6 ‖Tk‖ 6 C‖Sk‖
1
C
‖h‖ 6 ‖V h‖ 6 C‖h‖.
V ❡st ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ c00 ❞❛♥s X✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛s ❞❡♥s✐té à c0✳
X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ c0✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✈♦✐r ❘◆P✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t X ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X∗∗✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❇✳✹✳✹ q✉❡ c0 ⊂ X∗∗ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ℓ1 ❡st ❝♦♠♣❧é♠❡♥té
❞❛♥s X∗ ❞✬❛♣rès ❈✳ ❇❡ss❛❣❛ ❡t ❆✳ P❡➟❝③②➠s❦✐ ❬✶✹❪✳
P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉✬❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞❡✲
♠❛♥❞❡r à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✬❛✈♦✐r ❘◆P ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬êtr❡ ✉♥ ❞✉❛❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬❆❤❛r♦♥✐ té♠♦✐❣♥❡ q✉❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳
✾✹
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ■✳ ❆❤❛r♦♥✐✱ ❊✈❡r② s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ c+0 ✱ ■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✶✾ ✭✶✾✼✹✮✱ ✷✽✹✲✷✾✶✳
❬✷❪ ❋✳ ❆❧❜✐❛❝ ❡t ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✱ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ t❤❡♦r②✱ ●r❛❞✉❛t❡
❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✸✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✻✳
❬✸❪ ❉✳ ❆❧s♣❛❝❤✱ ❘✳ P✳ ❏✉❞❞ ❡t ❊✳ ❖❞❡❧❧✱ ❚❤❡ ❙③❧❡♥❦ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ℓ1✲
✐♥❞✐❝❡s✱ P♦s✐t✐✈✐t② ✾ ✭✷✵✵✺✮✱ ✶✲✹✹✳
❬✹❪ ◆✳ ❆r♦♥s③❛❥♥✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❛♥ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛✲
♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ❙t✉❞✐❛ ▼❛t❤✳ ✺✼ ✭✶✾✼✻✮✱ ✶✹✼✲✶✹✵✳
❬✺❪ P✳ ❆ss♦✉❛❞✱ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ■sr❛❡❧ ❆❤❛r♦♥✐ s✉r ❧❡s ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥ts ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ❞❛♥s c0 ✭■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✶✾ ✭✶✾✼✹✮✱ ✷✽✹✲✷✾✶✮✱
■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✸✶ ✭✶✾✼✽✮✱ ✾✼✲✶✵✵✳
❬✻❪ ▼✳ ❋✳ ❆t✐②❛❤ ❡t ■✳ ▼✳ ❙✐♥❣❡r✱ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❝♦♠✲
♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❇✉❧❧✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✻✾ ✭✶✾✻✸✮✱ ✹✷✷✲✹✸✸✳
❬✼❪ ❙✳ ❇❛♥❛❝❤✱ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❘é❡❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ✶✾✸✷✱ ➱❞✐t✐♦♥s ❏❛❝q✉❡s ●❛❜❛②✱ ❙❝❡❛✉①✱ ✶✾✾✸✳
❬✽❪ ❋✳ ❇❛✉❞✐❡r✱ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♣❡r ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✐♥t♦ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱
♣r❡♣r✐♥t
❬✾❪ ❋✳ ❇❛✉❞✐❡r✱ ▼❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✲r❡✢❡①✐✈✐t② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
t②♣❡ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ❆r❝❤✐✈ ▼❛t❤✳ ✽✾ ✭✷✵✵✼✮✱ ✹✶✾✲✹✷✾✳
❬✶✵❪ ❋✳ ❇❛✉❞✐❡r ❡t ●✳ ▲❛♥❝✐❡♥✱ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s
✐♥t♦ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✸✻ ✭✷✵✵✽✮✱ ✶✵✷✾✲✶✵✸✸✳
❬✶✶❪ P✳ ❇❛✉♠ ❡t ❆✳ ❈♦♥♥❡s✱ ●❡♦♠❡tr✐❝ K✲t❤❡♦r② ❢♦r ▲✐❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❢♦❧✐❛✲
t✐♦♥s✱ ❊♥s❡✐❣♥✳ ▼❛t❤✳ ✹✻ ✭✷✵✵✵✮✱ ✸✲✹✷✳ ✜rst ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✿ ✶✾✽✷✳
❬✶✷❪ P✳ ❇❛✉♠✱ ❆✳ ❈♦♥♥❡s ❡t ◆✳ ❍✐❣s♦♥✱ ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ s♣❛❝❡s ❢♦r ♣r♦♣❡r ❛❝t✐♦♥s
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